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e l’appareil le plus simple aux machines humanoı¨des, en passant par l’indexation de pages
web, le terme robot regroupe beaucoup de choses. Il a e´te´ employe´ pour la premie`re fois par
le ce´le`bre dramaturge tche`que Karel Cˇapek (1890-1938) dans la pie`ce de the´aˆtre R. U. R. (Rossum’s
Universal Robots) de 1921. Ce mot de´rive du mot tche`que ”robota” qui signifie la corve´e. Bien que le
premier robot industriel soit apparu en 1954 avec le de´poˆt d’un brevet par George Devol, la premie`re
application, de´veloppe´e par Unimation Inc., n’a vu le jour qu’en 1961 dans l’usine de Ge´ne´ral Motors
pour extraire des pie`ces d’une cellule de fonderie sous pression. Ce bras manipulateur exe´cutait des
commandes stocke´es sur un tambour magne´tique.
FIGURE 1.1 – Une sce`ne de R. U. R. montrant les trois robots 1
L’organisation internationale de normalisation (ISO) a officiellement de´fini un robot industriel comme
 un manipulateur automatiquement commande´, reprogrammable et posse´dant trois axes ou plus  2.
1. source internet : http ://www.umich.edu/ engb415/literature/pontee/RUR/RURsmry.html acce´de´ le 28/04/2011
2. Standard 8373 :1994, Manipulating Industrial Robots – Vocabulary
1
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FIGURE 1.2 – Unimate, le premier robot industriel
Pour chaque taˆche spe´cifique comme par exemple la soudure, l’encollage, la peinture ou l’assemblage,
des solutions ont e´te´ propose´es. Les bras manipulateurs qui e´voluent dans des environnements structure´s
et entie`rement connus exe´cutent des se´ries de mouvements a` grande vitesse pre´alablement appris. La
pre´sence des robots manipulateurs dans l’industrie est aujourd’hui banalise´e notamment dans le domaine
de l’automobile (Figure 1.3).
FIGURE 1.3 – Une ligne de production robotise´e
Ces robots sont conc¸us pour fonctionner dans des environnements dont tous les parame`tres sont
pre´cise´ment controˆle´s. Ces syste`mes sont incapables de faire face a` des changements de la structure de
l’environnement sans reconfiguration ou reprogrammation. A l’inverse, les robots qui e´voluent dans le
meˆme espace que les humains doivent interagir avec un environnement dynamique et changeant. Ces
robots sont appele´s robot personnel ou robot de service. Ces syste`mes ne peuvent plus exe´cuter des
mouvements pre´-appris et ils doivent s’adapter aux changements importants de l’environnement et a` la
pre´sence des humains. Dans ce contexte, nous avons cherche´ a` ame´liorer le comportement du robot pour
satisfaire les contraintes introduites par la pre´sence de l’Homme.
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1.1 Contexte de la the`se
Cette the`se a e´te´ effectue´e au sein du LAAS-CNRS (Laboratoire d’Analyse et d’Architecture des
Syste`mes du Centre National de la Recherche Scientifique) dans le groupe de recherche RIS (Robotique
et InteractionS). Les axes principaux de recherche du groupe portent sur les capacite´s de perception, de
raisonnement, d’apprentissage, d’action et de re´action d’une machine autonome.
Les travaux pre´sente´s dans ce manuscrit ont e´te´ re´alise´s dans le cadre du projet europe´en DEXMART 3
et du projet ANR 4 ASSIST 5.
Le projet DEXMART, finance´ par le septie`me programme cadre (FP7) de la communaute´ europe´enne,
a pour objectif de combler l’e´cart des avance´es technologiques entre la robotique industrielle et la ro-
botique de service. De part ses huit partenaires, UNINA 6 (coordinateur du projet), LAAS-CNRS, DLR 7,
FZI 8, USAAR 9, SUN 10, UNIBO 11 et OMG 12, le projet a e´galement pour but de renforcer la compe´titi-
vite´ de l’Europe dans les domaines de la robotique personnelle et de service ou` des capacite´s de manipu-
lation des robots a` deux bras/main sont ne´cessaires.
Le projet ASSIST a pour objectif le de´veloppement d’un robot mobile autonome (Figure 1.4), muni
de deux bras manipulateurs et d’un syste`me de vision. Il est destine´ a` porter assistance a` des personnes
handicape´es te´traple´giques dans leurs taˆches quotidiennes de manipulation d’objets. Ce projet regroupe
quatre laboratoires de recherche, le LIRMM 13 (coordinateur du projet), le CEA-LIST 14, le LAAS-
CNRS, et l’ISIR 15. Un dernier acteur important du projet est le Centre de Re´e´ducation Neurologique
Propara de Montpellier.
FIGURE 1.4 – CAO du robot de´veloppe´ par le CEA-LIST dans le cadre du projet ASSIST
3. DEXMART : ”DEXterous and autonomous dual-arm/hand robotic manipulation with sMART sensory-motor skills : A
bridge from natural to artificial cognition”
4. ANR : Agence Nationale de la Recherche
5. ASSIST : “E´tude et de´veloppement d’un manipulateur mobile a` deux bras pour l’assistance aux handicape´s”
6. UNINA : PRISMA Lab/DIS & DSF, Universita` di Napoli Federico II, Italy
7. DLR : Institut fu¨r Robotik und Mechatronik, Germany
8. FZI : Forschungszentrum Informatik an der Universita¨t Karlsruhe, Germany
9. USAAR : LPA & EPO, Universita¨t des Saarlandes, Germany
10. SUN : DII, Seconda Universita` degli Studi di Napoli, Italy
11. UNIBO : DEIS & DIEM, Alma Mater Studiorum Universita` di Bologna, Italy
12. OMG : OMG plc, England
13. LIRMM : Laboratoire d’informatique de Robotique et de Microe´lectronique de Montpellier
14. CEA-LIST : Laboratoire d’Inte´gration des Syste`mes et des Technologies, Fontenay-aux-Roses-aux-Roses
15. ISIR : Institut des Syste`mes Intelligents et de Robotique, Paris
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1.2 Contributions de la the`se
Le travail pre´sente´ dans ce manuscrit porte sur le proble`me de la ge´ne´ration de trajectoire pour les
robots manipulateurs dans un contexte d’interaction Homme-robot. Ce contexte introduit des contraintes
de se´curite´ et de confort par rapport a` l’Homme que nous traduisons par la limitation de la vitesse, de
l’acce´le´ration et du jerk. Ces limitations permettent de s’affranchir, du point de vue de la ge´ne´ration de
trajectoire, des proble`mes lie´s a` la dynamique du syste`me.
La premie`re contribution est le de´veloppement du premier, a` notre connaissance, ge´ne´rateur de tra-
jectoires en ligne pour des mouvements avec des conditions initiales et finales en acce´le´ration et vitesse
non nulles et des contraintes en jerk, acce´le´ration et vitesse.
La seconde contribution est une me´thode d’approximation de trajectoire qui permet d’approximer
des trajectoires par des suites de segments de cubiques. Ces deux premie`res contributions permettent de
re´aliser un lien entre le planificateur de chemin et le syste`me de commande du robot. Une application
originale de l’approximation est l’approximation d’une trajectoire de´finie dans l’espace carte´sien par une
trajectoire de´finie dans l’espace articulaire. Cette approche simplifie la structure du controˆleur du robot
et permet d’adapter la trajectoire pour satisfaire les limites cine´matiques du robot.
Nous proposons enfin une me´thode pour prendre en compte les contraintes de l’interaction Homme-
robot pendant l’exe´cution des mouvements en adaptant la loi de mouvement des trajectoires.
1.3 Organisation du manuscrit
Apre`s ce chapitre d’introduction, nous pre´sentons dans le chapitre 2 un e´tat de l’art ge´ne´ral sur
les robots de service et sur les bases de la planification de mouvement. Dans le chapitre suivant, nous
de´taillerons un ge´ne´rateur de trajectoires multidimensionnelles sous contraintes cine´matiques base´ sur un
mode`le de trajectoire de´fini par des suites de segments de courbes polynomiales cubiques (Chapitre 3).
Nous pre´senterons ensuite une me´thode d’approximation de trajectoires par des trajectoires de´finies par le
meˆme mode`le que celui du ge´ne´rateur (Chapitre 4). Dans le chapitre 5, nous pre´senterons une architecture
planification/controˆle de mouvement pour les robots manipulateurs prenant explicitement en compte
l’Homme. Les travaux seront illustre´s dans le chapitre 6 par quatre expe´rimentations re´alise´es avec la
plateforme Jido du LAAS-CNRS. Enfin, nous effectuerons une conclusion ge´ne´rale dans le chapitre 7 et
proposerons des perspectives de recherches.
1.4 Publications associe´es a` cette the`se
1. XAVIER BROQUE`RE, DANIEL SIDOBRE ET KHOI NGUYEN, From Motion Planning to Trajectory
Control with Bounded Jerk for service Manipulator Robots , IEEE International Conference on
Robotics and Automation (ICRA), Anchorage, Alaska (USA) ,2010. [Broque`re 10]
2. EMRAH AKIN SISBOT, LUIS F. MARIN-URIAS, XAVIER BROQUE`RE, DANIEL SIDOBRE ET
RACHID ALAMI, Synthesizing Robot Motions Adapted to Human Presence, International Journal
of Social Robotics, Volume 2, Number 3, 2010. [Sisbot 10]
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3. DANIEL SIDOBRE, JEAN-PHILIPPE SAUT, XAVIER BROQUE`RE ET JIM MAINPRICE, Reactive
Grasping for Human-Robot Interaction, Robotics Science and Systems (RSS), Workshop Represen-
tations for object grasping and manipulation in single and dual arm tasks, Zaragoza, Spain, 2010.
[Sidobre 10]
4. DANIEL SIDOBRE ET XAVIER BROQUE`RE, Natural and intuitive exchanges of objects between
humans and robots, Workshop on Actuating & Sensing in Robotics, Saarbru¨cken, Germany, Octo-
ber 6th, 2010.
5. XAVIER BROQUE`RE, DANIEL SIDOBRE, Planification de mouvements souples, de la planification
au de´placement, Congre`s des doctorants EDSYS, Toulouse, France, 2009.
6. XAVIER BROQUE`RE, DANIEL SIDOBRE ET IGNACIO HERRERA-AGUILAR, Soft motion trajec-
tory planner for service manipulator robot, IEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots
and Systems (IROS), Nice, France, 2008. [Broque`re 08]
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THIERRY SIME´ON, MOKHTAR GHARBI, FE´LIX INGRAND, MATHIEU HERRB, JE´ROˆME MANHES,
RACHID ALAMI, RAJA CHATILA, Model of human interaction, Rapport LAAS N°10473, Rapports
de Contrat, ICT-FP7216239-DEXMART, Aouˆt 2010, 47p.
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ans l’industrie, la plupart des robots ne sont constitue´s que d’un simple bras manipulateur. Ils
sont confine´s dans des espaces structure´s, isole´s des Hommes, sans obstacle inconnu. De par
leur faible volume de travail, ils re´alisent un nombre limite´ de taˆches. Ce volume peut eˆtre augmente´
par l’ajout d’axes externes mais reste de´limite´ par la zone atteignable par l’organe effecteur du robot.
La dimension de cette zone varie en fonction des dimensions du bras, de ses bute´es et de son nombre
de degre´s de liberte´. Les mouvements exe´cute´s sont de´crits par des programmes embarque´s sur le robot.
Des me´thodes manuelles ou automatiques permettent de de´velopper ces programmes. Dans le cas des
me´thodes manuelles, l’ope´rateur doit e´crire directement le programme. Les programmes ge´ne´re´s auto-
matiquement re´sultent d’une interaction entre l’ope´rateur et le robot. Les diffe´rents fabricants comme par
exemple KUKA 1, ABB 2 ou Sta¨ubli 3 proposent des environnements et des langages de programmation
diffe´rents, ce qui rend l’utilisation de ces robots difficile [Biggs 03].
Dans le contexte de la robotique de service, le robot doit effectuer des taˆches dans des environne-
ments e´quivalent a` l’espace atteignable des Hommes. Pour augmenter l’espace de travail, les bras sont
monte´s sur des bases mobiles. Les taˆches a` re´aliser sont plus diverses que dans le contexte industriel
(e.g. transporter un objet, de´barrasser la table, ramasser un objet au sol, amener un objet a` l’Homme...).
Chaque taˆche peut eˆtre de´compose´e en plusieurs sous taˆches e´le´mentaires comme par exemple pour le
transport d’un objet : localiser l’objet si sa position n’est pas connue, calculer une prise accessible en
prenant en compte l’environnement, calculer un mouvement pour aller saisir l’objet, calculer un mouve-
ment pour amener l’objet a` la position de´sire´e... Ainsi pour re´ussir une taˆche de transport d’un objet, le
robot doit eˆtre capable de planifier et de controˆler une suite de taˆches e´le´mentaires. C’est a` ce prix qu’il
peut agir sur son environnement. Un proble`me e´le´mentaire de robotique, ici de´placer un objet, souligne
1. KUKA : http ://www.kuka-robotics.com
2. ABB : http ://www.abb.com/
3. Sta¨ubli : http ://www.staubli.com
7
Chapitre 2 E´tat de l’art · 8
l’inte´reˆt de la phase de planification.
Dans ce chapitre, nous allons d’abord pre´senter le concept de robot mobile autonome et les contraintes
lie´es a` la pre´sence de l’Homme (Section 2.1). Le chapitre proposera ensuite une e´tude des mouvements
pour l’interaction Homme-robot (Section 2.2). Dans cette deuxie`me section, les mode`les du robot mani-
pulateur et de ses mouvements seront d’abord introduits. Ensuite nous pre´senterons un e´tat de l’art sur
les me´thodes de ge´ne´ration de chemin. Enfin nous introduirons le temps en de´taillant les me´thodes de
ge´ne´ration de trajectoire.
2.1 Le robot manipulateur mobile autonome
2.1.1 Quelques robots
Au cours des dernie`res anne´es, de nombreux robots utilise´s comme plateforme d’inte´gration pour
e´tudier la manipulation ou l’interaction ont vu le jour. Dans cette section, nous allons nous attarder
particulie`rement sur quatre d’entre eux.
Le premier, Justin [Ott 06] (figure 2.1), est un robot de l’Institute of Robotics and Mechatronics
(DLR). Il est compose´ de deux bras DLR-Lightweight-Robot-III [Hirzinger 02] a` sept degre´s de liberte´
chacun, de deux mains a` quatre doigts et d’une teˆte pour la perception de l’environnement. Ses corps
sont fixe´s sur un torse a` trois degre´s de liberte´. Le tout est monte´ sur une base mobile e´quipe´e de quatre
roues inde´pendantes et re´tractables [Borst 09, Albu-Scha¨ffer 07, Fuchs 09].
L’Universite´ Technique de Munich (Technische Universita¨t Mu¨nchen, TUM), de´veloppe le robot Ro-
sie (figure 2.2) qui est compose´ de deux bras KUKA-lightweight LWR-IV et d’une base mobile omnidi-
rectionnelle KUKA [Maldonado 10].
FIGURE 2.1 – Justin, robot mobile du DLR FIGURE 2.2 – Rosie, de´veloppe´ par TUM
Willow Garage commercialise la plateforme PR2 (Personal Robot 2) 4 (figure 2.3). Entie`rement
de´veloppe´e avec des logiciels libres, ses concepteurs ont la volonte´ de favoriser le de´veloppement colla-
boratif. Au dessus du syste`me d’exploitation Linux, un des atouts du PR2 est le syste`me libre ROS (Robot
Operating System) 5. Les diffe´rentes e´quipes travaillant avec ROS et utilisant la plateforme PR2 peuvent
4. http ://www.willowgarage.com/pages/pr2/overview
5. http ://www.ros.org
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e´changer et comparer leurs re´sultats. Ce robot posse`de deux bras a` sept degre´s de liberte´ monte´s sur une
base mobile. Il est e´galement e´quipe´ d’un large panel de capteurs (camera, te´le´me`tre laser, capteur tactile
sur les pinces, centrale inertielle...).
FIGURE 2.3 – PR2, de´veloppe´ par Willow Garage
Enfin, le robot sur lequel nous avons mene´ les travaux de cette the`se est Jido. Il est de´veloppe´ au
LAAS-CNRS pour effectuer des recherches sur l’interaction Homme-robot. Jido est un robot de service
e´volutif compose´ a` ce jour d’un bras manipulateur KUKA-lightweight LWR-IV augmente´ d’une main
Schunk SAH (figure 2.4, c). Ce syste`me est monte´ sur une plateforme non holonome Ne´obotix. Chaque
articulation du bras Kuka est dote´e d’un capteur de couple, ce qui permet de de´tecter, par exemple, les
collisions avec l’environnement. Le robot est e´galement dote´ d’un banc de ste´re´ovision et re´cemment
d’un Kinect. La puissance de calcul est fournie par quatre ordinateurs. Le bras et la main ont remplace´
un bras Mitsubishi PA10-6C et une pince a` mors paralle`les (figure 2.4, a,b) depuis juillet 2010. Durant
cette the`se, nous avons participe´ aux e´volutions me´caniques de Jido et a` la conception du futur robot a`
deux bras que le LAAS va acque´rir courant 2011 (figure 2.4, d). Comme le PR2, Jido est de´veloppe´ avec
des logiciels libres dont nos travaux font partie. Comme pour l’ensemble des robots du LAAS 6, l’archi-
tecture logicielle est compose´e de modules GenoM [Fleury 97, Mallet 10] accessibles par le gestionnaire
de paquet Robotpkg 7 e´galement de´veloppe´ au LAAS. Une description plus de´taille´e de l’architecture
logicielle de Jido est faite dans le chapitre pre´sentant les expe´rimentations (Section 6.1.1).
2.1.2 L’architecture du robot autonome
Un syste`me robotique peut eˆtre de´fini comme un syste`me complexe compose´ de sous syste`mes. Par
exemple, pour un robot mobile, deux sous syste`mes peuvent eˆtre facilement identifie´s : un syste`me pour
effectuer des taˆches de manipulation (syste`me complexe compose´ d’un ou de plusieurs bras, d’organes
effecteurs comme les pinces ou les mains) et un syste`me de locomotion (base mobile a` roue, jambes...).
L’actionneur ge´ne´ralement utilise´ pour mouvoir ces types de robot est le moteur e´lectrique. Ces action-
neurs ne´cessitent un syste`me de controˆle pouvant eˆtre un simple asservissement sur une consigne d’un
6. http ://www.laas.fr/robots
7. http ://homepages.laas.fr/mallet/robotpkg
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FIGURE 2.4 – Jido, un robot e´volutif du LAAS-CNRS
te´le´ope´rateur ou un syste`me autonome pilote´ par un superviseur (composant logiciel). La planification et
l’exe´cution de la taˆche se basent sur des informations sur l’e´tat du robot et de l’environnement acquises
par des capteurs proprioceptifs (capteurs de positions, force...) et exte´roceptifs (came´ra, capture de mou-
vement, ..). La figure 2.5 pre´sente l’architecture de´veloppe´e au LAAS (a) [Alami 98] et ses principaux
sous syste`mes (b).
Dans l’exemple de l’architecture LAAS, trois niveaux sont identifie´s :
1. Le niveau de´cisionnel ou de´libe´ratif : ce niveau contient les syste`mes de´cisionnels de haut niveau.
Ge´ne´ralement, c’est un couple compose´ d’un planificateur de taˆche (planificateur symbolique) et
d’un superviseur [Clodic 09]. Le superviseur est en charge d’e´mettre les requeˆtes vers le niveau
fonctionnel afin de permettre la re´alisation des actions courantes. Il est e´galement en charge de
controˆler le bon de´roulement de l’exe´cution des taˆches. Le superviseur de´veloppe´ au LAAS est
nomme´ SHARY [Clodic 07].
2. Le controˆle d’exe´cution : ce niveau est charge´ de ve´rifier a` tout moment la validite´ des requeˆtes
destine´es au niveau fonctionnel. Dans l’architecture LAAS, ce niveau est pris en charge par le
superviseur.
3. Le niveau fonctionnel : ce niveau est compose´ d’un ensemble de modules logiciels permettant
de controˆler les actionneurs du robot et de transcrire les donne´es fournies par les capteurs en
informations exploitables par le niveau de´libe´ratif ou bien exe´cuter les commandes de ce dernier.
Deux composants principaux font partie de ce niveau :
– Le planificateur du mouvement : cette e´tape effectue le choix du mouvement ;
– Le controˆle : re´alise l’interface avec les syste`mes me´caniques, commande l’exe´cution de chaque
mouvement e´le´mentaire pre´vu et les adapte localement si ne´cessaire. Il permet e´galement de
re´cupe´rer les donne´es capteurs.
L’ensemble des donne´es des mode`les (mode`le 3D du robot, de l’environnement, de l’Homme) est
accessible par l’ensemble des composants de l’architecture. L’ouvrage de Siciliano et Khatib, Springer
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Handbook of robotics pre´sente une introduction des domaines relatifs a` chaque niveau [Siciliano 08].















FIGURE 2.5 – a) Structure d’une architecture de controˆle a` trois niveau ; b) Les principaux composants
de l’architecture
Prenons l’exemple d’un robot mobile avec un bras manipulateur effectuant une taˆche de saisie d’un
objet. Pour planifier un mouvement, le robot doit raisonner sur un mode`le de l’environnement qui est
soit fourni par l’utilisateur, soit construit a` l’aide des capteurs exte´roceptifs. Le superviseur envoie une
requeˆte au planificateur de taˆche pour lui demander de ge´ne´rer un plan. Ce plan est une suite de taˆches
e´le´mentaires comme le calcul de prise sur l’objet ou le calcul du mouvement d’approche du robot au
point de saisie de l’objet. Chaque sous taˆche est ensuite planifie´e par le planificateur de mouvement.
Si la planification de la taˆche globale est correcte, le superviseur va ordonner l’exe´cution des diffe´rents
mouvements a` travers le syste`me de controˆle.
Pour garantir le succe`s de la taˆche, il est ne´cessaire de se´quencer correctement les sous taˆches et
donc de maitriser le temps pendant l’exe´cution. Le syste`me de supervision communique avec le syste`me
de controˆle. Par exemple, le superviseur doit donner l’ordre de saisir l’objet seulement lorsque l’or-
gane pre´henseur du robot est correctement positionne´ par rapport a` l’objet. Conside´rons un robot mobile
constitue´ de deux bras manipulateurs ; pour exe´cuter une taˆche de saisie d’objet a` deux bras / deux mains,
les bras doivent exe´cuter les mouvements planifie´s de manie`re synchronise´e.
En pre´sence de l’Homme, les mouvements du robot devront eˆtre adapte´s pendant l’exe´cution pour
prendre en compte la modification de l’environnement et les mouvements de l’Homme. Nous pre´senterons
des me´thodes de planification en pre´sence de l’Homme dans la section 2.2. Dans ce contexte, la se´curite´
de l’Homme devient la contrainte principale. Le paragraphe suivant pre´sente les normes actuelles et les
me´thodes permettant de quantifier et de re´duire les risques de blessures.
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2.1.3 La se´curite´
La norme de´veloppe´e par l’Organisation Internationale de Standardisation (ISO) ISO-10218 spe´cifie
les exigences de se´curite´ pour l’inte´gration des robots industriels dans un contexte d’ope´ration collabo-
rative [ISO-10218 06]. Selon cette norme, dans l’ensemble de l’espace de travail du robot, la vitesse de
l’organe terminal (TCP) ne doit pas de´passer 0.25 m/s, la force statique exerce´e doit eˆtre infe´rieure a`
150 N et la puissance du syste`me doit eˆtre infe´rieure a` 80 watts. Moon et al. pre´sentent une e´tude sur
les diffe´rentes normes existantes (figure 2.6) [Moon 09]. Les robots y sont classe´s en deux cate´gories :
les robots industriels et les robots de service. Cependant, dans le contexte de la robotique de service,
ces normes ne sont pas suffisantes. Les vitesses et les forces maximales peuvent encore eˆtre dangereuses
dans certaines circonstances (eg. manipulation d’un couteau...) et sont insuffisantes pour exe´cuter cer-
taines taˆches qui ne sont pas dangereuses. Ces dernie`res anne´es des efforts ont e´te´ re´alise´s pour la mise
au point de nouvelles normes concernant les robots en interaction avec l’Homme (IROS 2010 Work-
shop on Standardization for Service Robots). Des projets europe´ens ont participe´ a` la de´finition de ro-
bots intrinse`quement suˆrs et a` la conception de syste`mes de controˆle assurant la se´curite´ de l’Homme
[Phriends 09, SMErobot™ 09].
FIGURE 2.6 – Organisation de l’ISO TC 184 [Moon 09]
Pour quantifier les blessures dues a` une collision, plusieurs crite`res existent. Un des plus connus est
le crite`re HIC “Head Injury Criteria” de´fini par la NHTSA 8 en 1972. Ce crite`re est principalement
utilise´ pour e´valuer les risques dans le domaine de l’automobile. Cependant, Haddadin et al. ont montre´
par des e´tudes expe´rimentales que ce crite`re n’est pas suffisant pour l’interaction physique Homme-robot
(pHRI). En effet, a` faible vitesse, les robots peuvent provoquer des blessures de type diffe´rents.Ainsi, ils
introduisent la fracture du craˆne comme crite`re d’e´valuation des blessures [Haddadin 08b, Haddadin 08a,
Haddadin 09]. Park et al. proposent un mode`le de collision plus pre´cis qui inclut la raideur du cou
[Park 09]. A partir de ce mode`le et d’un crite`re base´ non plus sur la fracture du craˆne mais sur une
blessure au niveau du cou (fissure du cartilage de la thyroı¨de et de la cricoı¨de, angle d’extension de la
teˆte), ils montrent que le crite`re de blessure du cou est plus approprie´ que celui du craˆne. Comme nous
pouvons le voir dans le tableau 2.1, le cou repre´sente la partie anatomique la plus vulne´rable du corps
humain. Ikuta et al. classifient les strate´gies de se´curite´ en deux cate´gories (tableau 2.2) : la se´curite´
avant la collision du robot avec l’humain et celle apre`s le contact [Ikuta 03]. Lors du contact, la se´curite´
est prise en compte a` deux niveaux : elle doit eˆtre assure´e d’une part par les proprie´te´s me´caniques du
8. NHTSA : National Highway Traffic Safety Administration
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syste`me [Bicchi 04, Zinn 04] et d’autre part par l’utilisation de lois de commande permettant d’absorber
l’e´nergie du syste`me due a` sa masse et a` sa vitesse [De Santis 08, Zollo 05].
L’ensemble de ces e´tudes montre que la vitesse du robot est un parame`tre important a` maıˆtriser pour
respecter la contrainte de se´curite´. Cependant, comme nous l’avons vu, limiter la vitesse selon les normes
actuelles n’est pas suffisant. Ces limites doivent varier en fonction de la pre´sence ou non de l’Homme
dans le volume de travail du robot. Dans la section suivante nous allons voir que la limitation de la vitesse
n’est pas suffisante dans l’interaction Homme-robot.
TABLE 2.1 – Limites en effort acceptables avant blessure grave [Park 09]
Limites acceptables
Crane [Melvin 80]
Os frontal 4.0 kN
Os temporal 3.12 kN
Os occipital 6.41 kN
Cou
Extension [Mertz 71] 47.4 Nm
Max. Incl. de la teˆte [Buck 59] 73°
Thyroide et Cricoide [Melvin 73] 0.34 kN
Autres parties
Bas ventre [Miller 89] 3.76 kN
Tibia [Devore 99] 5.4 kN
Cubitus [Begeman 99] 1.37 kN
2.1.4 L’interaction Homme-robot
L’interaction Homme-robot HRI est un axe d’e´tude relativement re´cent ; Goodrich en a propose´ une
synthe`se [Goodrich 07]. Il distingue deux situations d’interaction :
– l’interaction distante : l’Homme et le robot ne partagent pas le meˆme espace physique comme par
exemple dans le cas de la te´le´ope´ration chirurgicale, l’interaction entre le chirurgien et le robot est
distante (contrairement a` celle entre le patient et le robot) ;
– l’interaction de proximite´ : le robot et l’humain partagent le meˆme espace de travail physique. Il
distingue aussi l’interaction cognitive de l’interaction physique :
– l’interaction cognitive cPHRI correspond a` l’interaction verbale ou gestuelle ;
– l’interaction physique pHRI est lorsque l’Homme et le robot rentrent en contact. Ce contact est
soit pre´vu (e´change d’objet, coope´ration pour re´aliser une taˆche) soit impre´vu (collision).
Les travaux de cette the`se entrent dans le cadre de l’interaction de proximite´.
TABLE 2.2 – Classification des strate´gies de se´curite´ [Ikuta 03]
strate´gie de controˆle strate´gie de conception
Avant e´viter la collision distance -
la minimiser vitesse -
collision la force de l’impact moment d’inertie masse
Apre`s atte´nuation raideur coque compliance des articulations
la collision diffusion surface forme
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2.1.5 Des robots sociaux
Les robots qui e´voluent en pre´sence de l’Homme doivent respecter des re`gles sociales. Contrairement
au milieu industriel ou` les robots sont isole´s des humains, les robots sociaux doivent non seulement eˆtre
suˆrs (Section 2.1.3) mais aussi respecter des re`gles et des protocoles lorsqu’ils e´voluent [Chatila 02,
Fong 03, Sisbot 07] :
– Avoir des mouvements suˆrs : le robot ne doit pas blesser l’humain (objet du paragraphe 2.1.3) ;
– Avoir des mouvements fiables et efficaces : le robot doit accomplir la taˆche demande´e au mieux par
rapport a` ses capacite´s ;
– Avoir des mouvements socialement acceptables : le robot doit prendre en compte le confort et les
pre´fe´rences de l’humain ; le mouvement pour accomplir la taˆche doit eˆtre lisible, c’est a` dire qu’il
doit permettre a` l’humain de comprendre ce que le robot re´alise.
Les travaux de Flash et Hogan [Flash 84, Hogan 84] ont montre´ que les mouvements effectue´s par
les humains sont en ge´ne´ral limite´s en jerk et en acce´le´ration. Ainsi, un syste`me limitant ces deux pa-
rame`tres aura un mouvement souple qui ressemble a` ceux des humains et sera plus facilement accepte´
par l’Homme. Ensuite, l’Homme doit explicitement eˆtre pris en compte, d’une part pendant la planifi-
cation et d’autre part pendant l’exe´cution. Explicitement ne signifie pas seulement en tant qu’obstacle a`
e´viter mais aussi en conside´rant l’Homme avec sa structure cine´matique et un espace atteignable limite´.
Par exemple dans le cadre particulier du projet ASSIST ou` le robot devra porter assistance a` des per-
sonnes te´traple´giques, les mouvements devront eˆtre re´alise´s en prenant en compte la mobilite´ re´duite des
patients.
Enfin, la planification pourra e´galement prendre en compte les habitudes et les pre´fe´rences de l’Homme
(par exemple gaucher ou droitier).
Ce paragraphe met en avant la notion de confort de l’Homme pendant l’interaction avec le robot. Le
respect de cette contrainte de confort influence les caracte´ristiques du mouvement qu’effectue le robot.
Pour eˆtre confortable, le mouvement doit eˆtre lisible et compris par l’Homme. Une solution est de limiter
l’acce´le´ration et le jerk. La section suivante pre´sente la planification de mouvement pour satisfaire la
contrainte de confort et la contrainte de se´curite´ lie´e a` la vitesse du mouvement.
2.2 Les mouvements pour l’interaction Homme-robot
Avant d’introduire les mode`les utilise´s pour la planification de mouvement pour les robots manipu-
lateurs mobiles, nous pre´sentons dans un premier temps quelques notions de me´canique du mouvement
et les notations pour de´crire le mouvement des corps. Nous pre´ciserons ensuite ces notions dans le cas
des robots manipulateurs mobiles.
2.2.1 Le mouvement des corps
L’e´tude de la cine´matique du mouvement se diffe´rencie de celle de la dynamique. La cine´matique est
l’e´tude des mouvements sans se soucier des causes qui les produisent. Concre`tement, la cine´matique
s’inte´resse a` l’e´volution des corps au cours du temps et plus pre´cise´ment elle e´tudie la position, la
vitesse, l’acce´le´ration et ses de´rive´es. La dynamique e´tudie les relations entre les forces et les mou-
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vements qu’elles produisent. Dans notre architecture pre´sente´e dans la section 2.1.2, la cine´matique
intervient au niveau de la planification de chemin tandis que la dynamique est traite´e au niveau de
l’exe´cution/controˆle. Dans nos travaux, nous nous sommes uniquement inte´resse´ a` la planification avec
des contraintes cine´matiques.
Avant d’e´tudier le mouvement d’un corps, nous introduisons les outils ge´ome´triques.
2.2.1.1 Situation d’un corps :
Conside´rons un re´fe´rentiel RW de syste`me d’axes (OW ,−→xW ,−→yW ,−→zW ). La situation d’un corps rigide
B est la localisation spatiale de ce corps (position et orientation). Pour de´finir la situation X d’un corps
B dans l’espace, nous lui associons un repe`re RB (figure 2.7).
FIGURE 2.7 – Localisation d’un corps dans l’espace 3D
Trois syste`mes de coordonne´s sont couramment utilise´s dans la litte´rature pour donner la position
relative de deux repe`res :
– Coordonne´es carte´siennes ;
– Coordonne´es cylindriques ;
– Coordonne´es sphe´riques.
L’orientation d’un repe`re peut eˆtre donne´e par plusieurs repre´sentations dont :
– 3 angles (angles de Bryant, angles d’Euler) ;
– Matrice de rotation ou cosinus directeurs ;
– Parame`tres d’Euler-Rodrigues (quaternion unitaire) ;
– Angle plus vecteur.
La situation d’un corps B peut donc eˆtre mode´lise´e par de nombreuses combinaisons des repre´senta-
tions de la position et de l’orientation et de leurs variantes. Six parame`tres (3 translations, 3 rotations)
de´finissent cette transformation.
La matrice de transformation homoge`ne TW B est couramment utilise´e. Elle permet d’exprimer la




0 0 0 1
]
(2.1)
ou` R est une matrice de rotation 3×3 appartenant au groupe spe´cial orthogonal des rotations SO(3) et
P une matrice 3×1 repre´sentant la position du point OB. La matrice de transformation homoge`ne 4×4
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associe´e appartient alors au groupe des de´placements SE(3) = R3×SO(3). Soit b un point appartenant
au corps B et positionne´ par rapport au repe`re RB par le vecteur :
BPb = [Xb Yb Zb 1]T
La position de ce point b dans le repe`re RW est :
W Pb = TW BBPb
Soit RD un repe`re appartenant a` un corps D et de´fini par rapport au repe`re RB par la transformation
TBD . La situation TW D du repe`re RD par rapport a` RW est :
TW D = TW BTBD
Il est important de noter que la repre´sentation par les matrices homoge`nes est insuffisante dans cer-
tains cas. Par exemple, prenons le cas d’un te´le´phone avec un combine´ filaire. La matrice homoge`ne
exprimant la transformation entre la base et le combine´ ne permet par de connaıˆtre le nombre de tours
que le combine´ a effectue´ pour torsader le fil. La repre´sentation de l’orientation par un quaternion unitaire
(4 parame`tres) ne permet e´galement pas de repre´senter ce nombre de tours (si supe´rieur a` 2). Dans ce cas,
la seule mode´lisation possible pour repre´senter le nombre de tours est l’angle plus vecteur (4 parame`tres
avec le vecteur norme´). Trois parame`tres suffisent lorsque le module du vecteur est e´gal au module de








avec PB le vecteur de position etVB le vecteur unitaire autour duquel la rotation de module a est effectue´e.
Dans nos travaux, nous avons utilise´ la repre´sentation par matrice homoge`ne, quaternion unitaire et
de´placement.
Le lecteur pourra se re´fe´rer au chapitre 1 du livre de Siciliano [Siciliano 08] pour plus de de´tails sur
les repre´sentations de la situation et les calculs de passage entre les types de repre´sentations.
2.2.1.2 Interpolation entre deux situations :
L’interpolation consiste a` calculer l’e´volution d’un repe`re entre deux situations. Pour la position,
l’interpolation line´aire dans l’espace carte´sien est ge´ne´ralement utilise´e. Soit u un parame`tre ∈R tel que
u ∈ [0,1]. L’interpolation line´aire entre la position PB et PC est donne´e par la relation :
P(u) = PB+u.(PC −PB) (2.3)
L’interpolation de l’orientation peut eˆtre effectue´e, par exemple, en utilisant les quaternions unitaires ou
la repre´sentation vecteur/angle (de´placement).
La forme de l’espace des quaternions unitaires est une surface d’hyper-sphe`re de dimension 4 et
de rayon e´gal a` 1. L’interpolation line´aire entre deux quaternions est la plus simple et correspond a`
une ligne droite situe´e a` l’inte´rieur de cette hyper-sphe`re. Le quaternion est normalise´ a` chaque pas
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de l’interpolation pour le projeter sur la sphe`re de dimension 4. Cette me´thode est nomme´e NLERP 9.
Le proble`me de l’interpolation line´aire des quaternions vient du fait que les e´chantillons ne sont pas
uniforme´ment re´partis sur la sphe`re a` cause de la normalisation. Cette non uniformite´ introduit une non
line´arite´ de la vitesse angulaire.
Shoemake [Shoemake 85] propose le SLERP 10 pour corriger les proble`mes de l’interpolation line´aire.
Le slerp produit un arc sur la surface de l’hyper-sphe`re ou` ses e´chantillons sont uniforme´ment distribue´s.
Soit qB le quaternion repre´sentant l’orientation du repe`re RB par rapport a` RW et qC le quaternion de
l’orientation du repe`re RC par rapport a` RW . Le slerp est de´fini par la relation :
∀u ∈ [0,1] Slerp(qB,qC,u) = q(u) = qB(q−1B qC)u (2.4)
Dans nos travaux, l’interpolation entre deux situations a e´te´ effectue´e en utilisant la repre´sentation de
l’orientation par angle plus vecteur avec la norme du vecteur e´gale au module de l’angle. Pour cela nous








L’interpolation est calcule´ par l’e´quation :
∀u ∈ [0,1] q(u) = qB. fva→quat(u.aBC−→VBC) (2.6)
ou` fva→quat est la fonction de conversion d’un vecteur-angle en quaternion. En utilisant les matrices
homoge`nes, l’interpolation de la situation est donne´e par :
∀u ∈ [0,1] T (u) = TB. fdep→th(u.aBC−→VBC,u.−→PBC) (2.7)
ou` fdep→th est la fonction de conversion du de´placement en matrice homoge`ne.
Une explication de´taille´e des diffe´rents types d’interpolation est traite´e dans le rapport technique de
Dam [Dam 98].
2.2.1.3 Chemin :
Un chemin entre une situation initiale XI et une situation finale XF est une repre´sentation ge´ome´trique
du de´placement du corps qui ne conside`re pas le temps. Soit u un parame`tre tel que (u ∈ [umin,umax]),
le chemin est de´fini par une fonction continue P (u) de [umin,umax] dans Rn telle que P (umin) = XI ,
P (umax) = XF et n la dimension de l’espace conside´re´.
L’abscisse curviligne d’un chemin de classe C1 et re´gulier (vecteur de´rive´ non nul en chaque point)
permet de parame´trer un chemin par sa longueur. L’abscisse curviligne s d’un chemin P est la fonc-
tion strictement croissante de [umin,umax] dans R telle que si u0 et u1 sont deux e´le´ments de [umin,umax]
9. NLERP : normalized linear interpolation
10. SLERP : spherical linear interpolation
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FIGURE 2.8 – L’abscisse curviligne oriente´e
Cependant cette inte´grale est ge´ne´ralement tre`s difficile a` calculer.
Un chemin de XI a` XF peut eˆtre e´galement repre´sente´ par une suite de sous chemins de´finis entre des
points du chemin. Par exemple si X1 et X2 sont des points du chemin (XI,XF), ils permettent de de´finir
trois sous chemins : (XI,X1), (X1,X2) et (X2,XF).
Deux classes de chemins de´finis par une se´rie de points sont tre`s souvent rencontre´s : l’interpolation
et l’approximation (figure 2.9). L’interpolation consiste a` ge´ne´rer un chemin passant par l’ensemble des
points interme´diaires tandis que l’approximation consiste a` calculer un chemin passant proche des points
interme´diaires.
FIGURE 2.9 – Un chemin interpole´ (a) et un chemin approxime´ (b)
Pour interpoler les points du chemin, les splines cubiques (suite de courbes polynomiales cubiques)
ont e´te´ la premie`re me´thode mise au point pour le domaine de la conception me´canique. Les courbes de
Be´ziers sont tre`s utilise´es pour l’approximation. De nombreux travaux traitent le proble`me de l’interpola-
tion et de l’approximation avec diffe´rents types de courbes telles que les courbes de Be´ziers, ge´ne´ralise´es
par les B-Splines ou encore les NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) [Piegl 87, Shikin 95, Piegl 97].
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2.2.1.4 Trajectoire :
Un mouvement (ou trajectoire) caracte´rise le de´placement d’un repe`re au cours du temps et est de´fini
par un cheminP et une loi d’e´volution continue u(t). Une trajectoire TR(t) repre´sentant un de´placement
de XI a` XF sur le chemin P est une fonction continue du temps t tel que t ∈ [tI, tF ] :
TR(t) =P(u(t)) (2.9)
avec u(t) fonction continue de R→ R, TR(tI) = XI et TR(tF) = XF .
Dans cette partie, nous avons introduit quelques outils pour repre´senter la situation et le mouve-
ment d’un corps dans R3. Dans le paragraphe suivant, nous allons e´tendre ces concepts pour de´crire le
mouvement des robots manipulateurs mobiles.
2.2.2 Le mouvement des robots
La mode´lisation ge´ome´trique et cine´matique des robots et la planification de mouvement sont large-
ment de´crites dans la litte´rature [Canny 88, Latombe 91, Choset 05, LaValle 06].
L’environnement dans lequel e´volue le robot est l’espace de travail W (figure 2.10) avec W ⊂ R3.
Cet espace comprend les objets sur lesquels le robot doit agir, les obstacles et les humains. Un robot est
un ensemble de corps rigides relie´s par des liaisons cine´matiques (e.g. liaison glissie`re, pivot, rotule...).
Chaque liaison constitue un ou plusieurs degre´s de liberte´ du robot. L’ensemble de ces liaisons de´finissent
la chaıˆne cine´matique. Une extre´mite´ de la chaıˆne cine´matique est appele´e base. Les extre´mite´s du ou
des bras manipulateurs sont appele´s organe(s) effecteur(s). Lozano-Pe´rez propose de repre´senter la pos-
ture du robot par un vecteur dont la dimension correspond au nombre de degre´s de liberte´ du robot
[Lozano-Pe´rez 83]. L’espace de la repre´sentation parame´trique des postures du robot est nomme´ espace
des configurations C . Par exemple, un objet en de´placement libre dans l’espace, posse`de six degre´s de
liberte´ (trois translations et trois rotations), son espace des configurations est donc de dimension six.
Nous noterons RW , le repe`re de´finissant l’origine de l’espace de travail W . Le repe`re de la base du
robot sera note´ Rrob.
FIGURE 2.10 – Repe`res associe´s au robot
Le mode`le ge´ome´trique direct (MGD) d’un robot, de´fini par la fonction fMGD (eq. 2.10), permet
d’exprimer la situation de l’organe terminal X (appele´e e´galement coordonne´es ope´rationnelles) du robot
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manipulateur par rapport a` Rrob en fonction de sa configuration q :
X = fMGD(q) (2.10)
Lemode`le ge´ome´trique inverse (MGI) permet de de´terminer une configuration (pas force´ment unique)
du robot q en fonction de la situation de l’organe terminal :
q = fMGI(X) (2.11)
Le mode`le cine´matique direct permet de calculer les vitesses des coordonne´es ope´rationnelles a` partir
des vitesses articulaires q˙ en utilisant la matrice jacobienne J(q) :
X˙ = J(q)q˙ (2.12)
Le proble`me de cine´matique inverse est le proble`me inverse de la cine´matique directe. Sa re´solution
doit permettre de de´terminer les vitesses articulaires q˙ en fonction des vitesses ope´rationnelles pour une
configuration q donne´e. Dans le cas des robots manipulateurs de type se´rie, la re´solution du proble`me
de cine´matique inverse est plus complique´e que celle du proble`me cine´matique direct. Nous proposons
au lecteur de se reporter aux ouvrages de Dombre et Khalil [Khalil 99, Dombre 07] qui pre´sentent les
me´thodes de re´solution.
Dans le cas d’un robot mobile manipulateur, les degre´s de liberte´ sont redondants ; c’est a` dire qu’une
infinite´ de configurations du robot sont possibles pour une meˆme situation de l’organe effecteur. Pour
repre´senter la posture comple`te d’un robot mobile compose´ de deux bras et deux mains dans l’espace
carte´sien, nous utiliserons un vecteur XI compose´ de :
– la situation de la base du robot ;
– des situations des organes effecteurs des deux bras ;
– de la configuration des axes inde´pendants des bras s’ils posse`dent plus de six degre´s de liberte´ ;
– des configurations des mains ;
– de la configuration de la teˆte.
La planification d’un chemin pour le robot peut eˆtre effectue´e soit dans l’espace des configurations
(espace articulaire), soit dans l’espace carte´sien. La plupart des planificateurs calculent les chemins
dans l’espace des configurations ; c’est la me´thode la plus simple. Elle permet d’obtenir directement
l’e´volution des actionneurs du robot. La planification dans l’espace carte´sien quant-a`-elle permet de
de´finir facilement les contraintes du de´placement (e.g. maintenir une carafe verticale se traduira par la
limitation de certaines rotations de la situation de l’organe terminal). Lorsque le chemin et la trajec-
toire sont planifie´s dans l’espace carte´sien, le niveau de controˆle calcule la cine´matique inverse pendant
l’exe´cution. Dans le chapitre 5, nous proposons une me´thode originale pour convertir une trajectoire
de´finie dans l’espace carte´sien en une trajectoire de´finie dans l’espace articulaire.
Dans cette partie, nous avons introduit les notions ne´cessaires pour la planification de mouvement.
La section suivante pre´sente les me´thodes de planification du chemin.
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2.2.3 La planification de chemin
La planification de chemin a suscite´ un tre`s grand nombre de travaux. Nous proposons au lecteur de se
reporter au chapitre 5 du livre Springer Handbook of Robotics re´dige´ par Kavraki et LaValle [Kavraki 08]
qui pre´sente une introduction du domaine ou encore a` l’ouvrage de Lavalle [LaValle 06] qui en de´taille
de nombreuses me´thodes.
Dans cette section, nous traitons d’abord les me´thodes de base de la planification de chemin puis
nous nous inte´ressons aux me´thodes prenant explicitement en compte l’Homme.
2.2.3.1 Les me´thodes ge´ne´rales de planification de chemin
L’espace des configurations C est de´compose´ en deux sous espaces :
– l’espace des configurations libres de collision, note´ C f ree ;
– l’espace des configurations du robot en collision, note´ Cobst .
L’espace des configurations C est l’union de ces deux espaces (figure 2.11) : C= C f ree∪ Cobst .
FIGURE 2.11 – L’espace des configurations C
Le proble`me de planification de chemin est le calcul d’un chemin sans collision allant d’une configu-
ration initiale qI ∈ C f ree a` une configuration finale qF ∈ C f ree. La solution, si elle existe, est un chemin
P sans collision.
Pour re´soudre ce proble`me, trois grandes familles de techniques ont e´te´ de´veloppe´es : les me´thodes
de de´composition cellulaire [Schwartz 83], les champs de potentiel [Khatib 86] et la construction de
graphes [Nilsson 69]. La notion de comple´tude diffe´rencie ces approches. On distingue des planificateurs
complets, des planificateurs complets en re´solution et des planificateurs de comple´tude probabiliste.
Les me´thodes de planification comple`tes (ou me´thodes exactes) garantissent de trouver une solu-
tion ou d’indiquer qu’il n’y en a pas. C’est la premie`re famille de me´thode de´veloppe´e pour re´soudre
des proble`mes de planification de chemin (e.g. De´me´nageur de piano [Schwartz 83, Canny 88]). Les
me´thodes comple`tes en re´solution sont base´es sur la discre´tisation de l’espace des configurations. Elles
garantissent de trouver un chemin solution s’il existe, mais uniquement a` une re´solution donne´e. Les
me´thodes probabilistiquement comple`tes garantissent quant a` elles de trouver une solution en un temps
fini si elle existe. Contrairement aux me´thodes exactes et comple`tes en re´solution, les me´thodes probabi-
listes ne sont pas base´es sur une construction pre´alable de l’espace des configurations. On distingue deux
cate´gories de me´thodes probabilistes : les techniques base´es sur la construction de re´seaux probabilistes
et les techniques de diffusions (ou incre´mentales) :
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– les me´thodes base´es sur des re´seaux probabilistes :
Ces me´thodes ont e´te´ introduite paralle`lement par Kavraki et Latombe sous le nom de PRM (Pro-
babilistic Roadmap) [Kavraki 96] et par Svestka et Overmars sous le nom de PPP (Probabilistic
Path Planner [Sˇvestka 97]. Une premie`re phase d’initialisation capture la connexite´ de l’espace
libre C f ree inde´pendamment des configurations initiale qI et finale qF . Les requeˆtes de planification
sont ensuite re´solues rapidement en connectant les configurations initiale et finale au re´seau pre´-
calcule´. Les re´seaux (ou graphes) sont constitue´s de nœuds (configurations) q ∈ C f ree connecte´s
par des arreˆtes (chemin locaux) (figure 2.12). Ces me´thodes sont dites multi-requeˆtes. Plusieurs
me´thodes s’appuyant sur ce principe ont e´te´ propose´es notamment pour traiter les passages e´troits
[Hsu 03], pour concentrer des noeuds a` la surface des obstacles OBPRM [Amato 98], pour obtenir
des re´seaux plus compact Visib-PRM [Sime´on 00], PDR [Jaillet 08] ...).
FIGURE 2.12 – Construction d’un re´seau probabiliste PRM
– les me´thodes de diffusion :
Ces me´thodes ne ne´cessitent pas le pre´-calcul d’un re´seau, elles sont base´es sur l’expansion d’un
arbre dans l’espace des configurations a` partir des configurations initiales et finales (figure 2.13).
Contrairement aux me´thodes PRM, ces techniques ne cherchent pas a` calculer toute la connexite´
de C f ree mais explorent seulement certaines de ses re´gions afin de re´soudre un proble`me donne´.
Ces me´thodes sont dites mono-requeˆte. La me´thode RRT (Rapidly-exploring Random Trees) est
aujourd’hui la plus populaire [LaValle 98, LaValle 01]. Cet algorithme permet de re´soudre des
requeˆtes pour des syste`mes complexes dans des temps raisonnables. Avec la me´thode RRT ba-
sique nomme´e “RRT-Extend”, l’extension de l’arbre se fait avec un pas re´gulier. Ceci signifie que
les configurations ge´ne´re´es sont au plus a` une distance d du noeud de l’arbre le plus proche. La
variante “RRT-Connect” propose´e dans [Kuffner 00] re´ite`re la phase d’extension de RRT-Extend
tant que les contraintes du syste`me (e.g. absence de collisions) sont respecte´es. D’autres exten-
sions au RRT ont e´te´ re´cemment de´veloppe´es. Parmi elles, Rodriguez et al. [Rodriguez 06] ont
propose´ une me´thode appele´e Obstacle Based RRT qui permet de prendre en compte la ne´cessite´
d’e´loigner le chemin des obstacles pour e´viter les collisions. Jaillet et al. ont propose´ d’introduire
un crite`re de visibilite´ des noeuds dans l’expansion de l’arbre [Jaillet 05] ou encore un crite`re de
couˆt [Jaillet 08].
Dans un contexte ou` le robot posse`de un grand nombre de degre´s de liberte´, les me´thodes exactes ne
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FIGURE 2.13 – Requeˆte de planification re´solue par un algorithme de diffusion
peuvent pas eˆtre utilise´es car elles sont trop couˆteuses en temps de calcul. Les planificateurs probabilistes
sont les plus adapte´s pour re´soudre dans des temps raisonnables des proble`mes de manipulation qui sont
de grandes dimensions.
Ces me´thodes ne sont pas suffisantes pour l’interaction Homme-robot. La pre´sence de l’humain dans
l’espace de travail W doit eˆtre prise en compte de`s l’e´tape de planification de chemin pour respecter les
contraintes de se´curite´ et de confort.
2.2.3.2 Les planificateurs de chemin pour l’interaction Homme-robot
Sisbot a pre´sente´ re´cemment un e´tat de l’art sur les planificateurs de chemin en pre´sence de l’Homme
[Sisbot 07]. Il distingue deux cate´gories principales :
– les planificateurs pour la navigation : le planificateur conside`re uniquement la base du robot ;
– les planificateurs pour la manipulation : le planificateur conside`re l’ensemble des degre´s de liberte´
du robot ;
Cas de la navigation :
Les me´thodes sont ge´ne´ralement de´veloppe´es pour des sce´narios tre`s spe´cifiques (e.g croisement du
robot et de l’Homme dans un espace e´troit, suivi de l’Homme, respect de re`gles sociales ou la navigation
dans l’espace libre).
La plupart des syste`mes prennent en compte l’Homme pendant l’exe´cution du mouvement. Pac-
cheriotti et al. ont propose´ une me´thode pour e´viter l’Homme s’il se trouve sur le chemin du robot en
fonction de la distance Homme/robot et de la vitesse de l’Homme [Pacchierotti 06]. Yoshimi et al. ont
pre´sente´ une me´thode pour le suivi de personnes imple´mente´e sur le robot ApriAttenda™ [Yoshimi 06].
Une extension de cette me´thode qui permet de prendre en compte l’e´vitement d’obstacle a e´te´ propose´e
par Takemura et al. [Takemura 07]. Les travaux de Sisbot ont introduit, en plus de la notion de se´curite´,
des notions de visibilite´ du robot par l’Homme le long du chemin par l’interme´diaire de cartes de couˆt.
Cas de la manipulation :
Dans un contexte ou` le robot doit interagir avec l’Homme, par exemple lui apporter des objets, la
pre´sence de personnes dans l’environnement doit eˆtre prise en compte non seulement par la navigation
mais aussi par la planification des chemins des autres corps du robot. Nokata et al. [Nokata 02], ont
propose´ de minimiser le crite`re de danger, pre´ce´demment introduit par Ikuta [Ikuta 03], pour ge´ne´rer
des mouvements suˆrs en prenant en compte uniquement l’organe effecteur du robot. Kulic a propose´
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un planificateur de chemin minimisant ce meˆme crite`re de danger le long du chemin en conside´rant le
mode`le complet du robot [Kulic´ 05]. Ce planificateur, inte´gre´ sur un bras manipulateur a` six degre´ de
liberte´, a permis de montrer que les mouvements planifie´s engendrent moins d’anxie´te´ et de surprise que
les mouvements ge´ne´re´s par des champs de potentiel [Khatib 86].
Sisbot et al. ont e´tendu leur pre´ce´dente approche base´e sur des cartes de couˆt pour la navigation a`
l’ensemble des degre´s de liberte´ du robot. Le planificateur de´veloppe´ a` partir de ces travaux est nomme´
HAMP (Human Aware Motion Planner) et est construit a` partir du planificateur de chemin Move3D
[Sime´on 01].
Les travaux re´cents de Mainprice [Mainprice 11] reprennent les couˆts de´finis par Sisbot. Ces couˆts
sont applique´s a` la me´thode de planification probabiliste par diffusion T-RRT [Jaillet 08].
Dans cette section nous avons survole´ les me´thodes de planification de chemin prenant en compte
explicitement l’Homme. Le robot e´voluant dans un environnement dynamique ou` les objets, les obstacles
et les humains bougent, les mouvements doivent eˆtre adapte´s en ligne pour augmenter la re´activite´ tout en
satisfaisant les contraintes de se´curite´ et de confort. Une fois le chemin ge´ne´re´, il faut calculer l’e´volution
temporelle sur le chemin pour pouvoir l’exe´cuter ; c’est l’e´tape de la planification de la trajectoire.
2.2.4 La ge´ne´ration de trajectoire
Le proble`me de la ge´ne´ration de trajectoire est important dans de nombreux domaines comme les
machines de production industrielle et les robots. L’ouvrage de Biagiotti et Melchiorri [Biagiotti 08]
pre´sente une synthe`se des me´thodes de ge´ne´ration de trajectoire pour le contexte industriel. Nous pro-
posons e´galement au lecteur de se reporter aux ouvrages de Khalil et de Dombre qui pre´sentent des
me´thodes de ge´ne´ration de trajectoire pour les robots manipulateurs [Khalil 03, Dombre 07].
Les ge´ne´rateurs de trajectoires ont pour fonction de calculer l’e´volution des positions des articula-
tions ou de la situation du robot en fonction du temps. Cette trajectoire de re´fe´rence de´finit l’entre´e du
syste`me de controˆle (Section 2.1.2). Le ge´ne´rateur pre´sente une grande importance car de la continuite´ de
la trajectoire produite et de ses de´rive´es de´pend la qualite´ du mouvement produit. Cette qualite´ impacte
non seulement la pre´cision de suivi du chemin mais aussi la dure´e de vie du syste`me me´canique.
2.2.4.1 Les types de trajectoire
Les trajectoires peuvent eˆtre classe´es en plusieurs cate´gories (figure 2.14). La cate´gorie Mono-
dimensionnelle correspond a` la trajectoire d’un degre´ de liberte´ du robot. La trajectoireMulti-dimensionelle
est associe´e soit a` un ensemble de degre´s de liberte´ du robot (planification articulaire) soit a` l’organe ef-
fecteur (planification carte´sienne). Par opposition a` la planification mono-dimensionnelle, la planification
multi-dimensionnelle peut ne´cessiter de synchroniser temporellement l’ensemble des axes du robot. Les
trajectoires qui sont de´finies par deux points (les conditions initiales et finales) sont des trajectoires point
a` point. Les trajectoires multi-points, quant-a`-elles, passent par des points interme´diaires ou approximent
un ensemble de points comme dans le cas des chemins (Section 2.2.1.3).
On distingue la ge´ne´ration de la trajectoire calcule´e dans l’espace articulaire du robot de celle dans
l’espace carte´sien. La planification dans l’espace articulaire pre´sente plusieurs avantages :
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FIGURE 2.14 – Les cate´gories de trajectoires [Biagiotti 08]
– la planification dans l’espace articulaire n’utilise pas les fonctions d’inverse cine´matique ou dyna-
mique et est donc moins couˆteuse en calcul ;
– la trajectoire articulaire permet de s’affranchir des proble`mes lie´s aux configurations singulie`res et
de la redondance des degre´s de liberte´.
– les contraintes cine´matiques et dynamiques sont directement de´duites des limites de chaque ac-
tionneur. Pour les trajectoires carte´siennes, ces contraintes ne´cessitent un calcul.
La planification de trajectoire peut se faire hors-ligne ou en-ligne. Par opposition aux me´thodes hors
lignes qui pre´-calculent la trajectoire avant de l’exe´cuter, les me´thodes en-ligne travaillent en temps re´el.
Ces dernie`res anne´es, graˆce a` l’importante augmentation des capacite´s de calcul des ordinateurs, les
recherches sur la ge´ne´ration de trajectoire se sont porte´es principalement sur les me´thodes en-ligne.
2.2.4.2 La ge´ne´ration de trajectoire
Le proble`me de la ge´ne´ration de trajectoire pour des bras manipulateurs est largement traite´ dans la
litte´rature [Brady 82, Khalil 99, Biagiotti 08]. Kro¨ger, dans le chapitre 2 de son ouvrage [Kro¨ger 10a],
pre´sente un e´tat de l’art de´taille´ sur les me´thodes de ge´ne´ration de trajectoire en-ligne et hors-ligne. Le
chapitre 4 de l’ouvrage de Brady et al. [Brady 82] re´fe´rence les travaux ante´rieurs aux anne´es 80. Deux
techniques de base de planification de trajectoire y sont pre´sente´es. La premie`re est la planification sous
contraintes cine´matiques (limites en vitesse et acce´le´ration) entre deux positions. En fonction du nombre
de ces contraintes impose´s, un type de repre´sentation de trajectoire est utilise´ (courbe polynomiale de
degre´ 2, cubique, de degre´ 4, quintique). La seconde famille de me´thodes re´fe´rence´e dans cet ouvrage
est la planification dans l’espace carte´sien a` partir d’un chemin donne´ [Paul 79, Paul 81] [Taylor 79].
Paul et Taylor proposent des lois d’acce´le´ration de type bang-bang. En 1984, Castain propose de changer
la loi bang-bang par une loi trape`ze et introduit un point interme´diaire entre les points initial et final
[Castain 84]. Les trois courbes polynomiales cubiques qui de´finissent la loi trape`ze d’acce´le´ration sont
utilise´es pour atteindre le point interme´diaire a` vitesse constante depuis le point initial et trois autres
courbes polynomiales sont utilise´es pour relier le point interme´diaire et le point final. En utilisant cette
me´thode, sept courbes polynomiales cubiques sont utilise´es pour relier les points du chemin. L’utilisation
des lois d’acce´le´ration en trape`ze introduit les mouvements borne´es en jerk.
Le proble`me de la ge´ne´ration de trajectoire est ge´ne´ralement traite´ comme un proble`me de satisfac-
tion de contraintes. Par exemple, une cubique peut eˆtre utilise´e pour satisfaire des contraintes de position
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et de vitesse ; une quintique peut eˆtre utilise´e pour satisfaire des contraintes de position, de vitesse et
d’acce´le´ration. Le crite`re le plus couramment utilise´ est la minimisation du temps de parcours de la trajec-
toire, c’est la planification en temps optimal. Le calcul de la trajectoire optimale consiste a` calculer la tra-
jectoire pour satisfaire des contraintes cine´matiques de la taˆche [Lin 83, Chand 85] et/ou des contraintes
dynamiques du robot [Hollerbach 83, Sahar 86, Geering 86]. Dans le milieu des anne´es 80, d’autres tra-
vaux ont e´te´ mene´s sur la planification en temps optimal [Bobrow 85, Bobrow 88, Shin 85, Pfeiffer 87].
Ces travaux se basent sur un calcul du profil d’acce´le´ration en conside´rant la courbe maximale de vitesse
admissible. Le profil d’acce´le´ration obtenu est compose´ de mouvements sature´s en acce´le´ration. Slotine
[Slotine 89] propose une me´thode de calcul des instants de commutation du couple applique´ a` chaque ar-
ticulation, en conside´rant qu’au moins un actionneur a le couple sature´. Piazzi pre´sente une me´thode pour
minimiser le jerk pendant le processus de ge´ne´ration de trajectoire dans l’espace articulaire [Piazzi 97].
D’autres techniques de ge´ne´ration de trajectoire sont base´es sur des me´thodes de filtrage non-line´aire
[Llibre 95, Gerelli 10]. Ces me´thodes permettent de ge´ne´rer des mouvements a` partir de consignes non
admissibles et respectant des contraintes (par exemple cine´matiques). Avec ces techniques, la trajectoire
n’est connu qu’a posteriori.
La notion de planification en temps optimal varie en fonction des applications et de leurs contraintes.
Pour les applications industrielles, ou` les robots e´voluent a` grande vitesse, cette technique de planification
prendra en compte non seulement les contraintes cine´matiques des actionneurs mais aussi les contraintes
dynamiques ne´cessaires pour tenir compte des phe´nome`nes inertiels.
Dans le contexte de nos travaux, la notion de planification en temps optimal ou minimal est associe´e
aux contraintes cine´matiques lie´es aux mouvements en pre´sence de l’Homme. Ces contraintes sont de
natures diffe´rentes et ne sont pas lie´es aux capacite´s du robot (actionneurs, inerties) mais a` la taˆche. En
effet la pre´sence de l’Homme au voisinage du robot entraıˆne, comme nous l’avons vu, des contraintes
cine´matiques.
En pre´sence d’humain, les limites dynamiques ne sont pas atteintes, ce qui permet de traiter en
temps re´el les contraintes plus simples. Les me´thodes de ge´ne´ration de trajectoires cite´es pre´ce´demment
ne re´pondent pas aux crite`res impose´s par l’interaction Homme-robot car elles sont hors ligne. Par la
suite nous nous inte´ressons aux me´thodes par satisfaction de contraintes cine´matiques qui peuvent eˆtre
utilise´es en ligne.
2.2.4.3 La ge´ne´ration de trajectoire en-ligne par satisfaction de contraintes cine´matiques
Kro¨ger classe les diffe´rents types de ge´ne´rateur de trajectoire en ligne en fonction du nombre de
contraintes cine´matiques initiales, finales et sur le mouvement (tableau 2.3) [Kro¨ger 10a]. Pour chaque
type, les conditions initiales sont quelconques en vitesse et acce´le´ration. Les conditions finales en vi-
tesse, acce´le´ration et jerk sont respectivement note´es VF , AF et JF . La premie`re ligne (types I et II)
correspond aux cas classiques de l’e´volution en trape`ze de la vitesse (contraintes maximales en vitesse et
acce´le´ration). La deuxie`me ligne (types III, IV et V) correspond aux cas de l’e´volution de l’acce´le´ration
en trape`ze et la troisie`me ligne (types VI, VII, VIII et IX), au jerk en trape`ze. Les colonnes de´finissent les
conditions finales du mouvement prises en compte par les ge´ne´rateurs. Nous utilisons cette classification
pour situer nos travaux par rapport a` l’e´tat de l’art.
Andersson propose l’utilisation des polynoˆmes d’ordre 5 (quintiques) pour re´soudre le proble`me de
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TABLE 2.3 – Les diffe´rents types de ge´ne´rateurs de trajectoire en ligne
VF = 0 VF ∈ R VF ∈ R VF ∈ R
AF = 0 AF = 0 AF ∈ R AF ∈ R
JF = 0 JF = 0 JF = 0 JF ∈ R
Amax ∈ R
Type I Type II - -
Amax ∈ R
Jmax ∈ R Type III Type IV Type V -
Amax ∈ R
Jmax ∈ R Type VI Type VII Type VIII Type IX
Dmax ∈ R
ge´ne´ration de trajectoire avec des conditions initiales et finales d’acce´le´ration, de vitesse et de position
impose´es et des temps de de´placement fixes [Andersson 89].
Bestaoui propose une me´thode qui utilise des polynoˆmes du quatrie`me degre´ avec des contraintes
en vitesse et en acce´le´ration pour des applications en ligne par actualisation de la trajectoire a` chaque
pe´riodes [Bestaoui 89]. Cette me´thode est reprise par les travaux de [Bazaz 97].
Lloyd conside`re l’utilisation des polynoˆmes de degre´ 5 pour des mouvements en ligne droite entre
deux points et propose une me´thode pour calculer les mouvements de transition aux points interme´diaires
en utilisant une fonction polynomiale [Lloyd 93].
Llibre propose de de´finir les trajectoires en deux e´tapes. D’abord de´finir un chemin compose´ de
courbes continues a` l’ordre 2 (droites, cercles, interpolation entre trois points par deux quadriques, in-
terpolation entre deux points par des polynoˆmes de degre´ 5 ou des splines cubiques). Le type de chaque
segment de courbe est choisi pour respecter la continuite´ d’ordre 2. Llibre propose ensuite de ge´ne´rer une
loi d’e´volution respectant e´galement des contraintes en jerk, acce´le´ration et vitesse. La fonction de´crivant
la loi d’e´volution est strictement croissante et est base´e sur la me´thode a` jerk borne´ introduit par Castain
[Castain 84].
Bazaz et Tondu introduisent une me´thode a` trois splines cubiques dans [Bazaz 98], une description
plus de´taille´e de ces travaux est pre´sente´e dans [Tondu 99]. Ils proposent un ge´ne´rateur de trajectoire
mono-dimensionnelle interpolant une suite de points de passage associe´s a` des vitesses tout en limitant
la vitesse et l’acce´le´ration maximale de la trajectoire. A chaque point de passage, l’acce´le´ration est nulle.
L’algorithme de´veloppe´ est analytique pour eˆtre utilise´ en ligne.
Liu [Liu 02] propose une me´thode a` sept segments cubiques pour un mouvement point a` point (condi-
tions initiale et finale en vitesse et acce´le´ration nulles). Les e´volutions du jerk, de l’acce´le´ration et de la
vitesse sont respectivement repre´sente´es par les fonctions J(t), A(t), V (t) et X(t) (figure 2.15). Cette
me´thode, traitant uniquement les trajectoires mono-dimensionnelles, permet de prendre en compte les
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L’approche de Liu est base´e sur la correspondance entre chaque position de la trajectoire point a` point
et le segment auquel elle appartient. C’est a` dire que pendant l’exe´cution, l’algorithme de controˆle peut
de´terminer dans quel segment se situe l’e´tat courant. Si la destination change pendant le de´placement,
l’algorithme calcule un point virtuel a` l’e´tat d’arreˆt (acce´le´ration et vitesse nulle) en amont de l’e´tat
courant de la trajectoire. Puis une nouvelle trajectoire point a` point est calcule´e entre ce point virtuel et
la nouvelle destination.
FIGURE 2.15 – Mouvement point a` point compose´ de sept segments
Macfarlane propose de remplacer les sept segments de cubiques par des segments de quintiques
[Macfarlane 03]. Cette extension est utilise´e pour des mouvements en point a` point dans l’espace carte´sien.
Pour une trajectoire, la me´thode propose´e conside`re des mouvements en ligne droite entre les points suc-
cessifs et propose des fonctions polynomiales qui respectent les contraintes (jerk, acce´le´ration et vitesse)
pour les relier et e´viter le mouvement d’arreˆt en chaque point. Nous de´taillerons cette me´thode dans la
section 5.3.
Lambrechts [Lambrechts 05] augmente d’un degre´ en bornant le snap (de´rive´e du jerk) pour un mou-
vement point a` point mono-dimensionnel (figure 2.16).
Des travaux re´cents base´s sur les courbes polynomiales cubiques ont e´te´ mene´ par Herrera, Haschke
et Kro¨ger. Par rapport au tableau 2.3, les planificateurs introduits par Herrera et Haschke sont de type III.
Herrera et Sidobre [Herrera-Aguilar 05, Herrera-Aguilar 07] proposent, sur la base des travaux de
Liu, sept cubiques pour planifier un Mouvement Souple pour les applications a` la robotique de service.
La me´thode permet de prendre en compte des contraintes en jerk, acce´le´ration et vitesse pour un mou-
vements entre un point initial avec une vitesse et une acce´le´ration non nulle et un point final a` l’arreˆt
(vitesse et acce´le´ration nulle). Cette approche a e´te´ valide´e sur un bras a` six degre´ de liberte´.
Haschke, Weitnauer et Ritter [Haschke 08] proposent un planificateur de trajectoire a` jerk borne´
ayant les meˆmes caracte´ristiques que celui de Herrera. Cette me´thode permet de calculer un profil
d’acce´le´ration en de´terminant d’abord qualitativement le type du profil (cela permet de de´terminer le
nombre de segments de cubiques) puis quantitativement (e.g. re´solution des e´quations correspondant
au profil se´lectionne´). La figure 2.17 illustre les diffe´rents profils d’acce´le´ration dans le cas ou` deux
profils en trape`ze sont ne´cessaire. Ce profil e´tant de´termine´ sans prendre en compte la position finale
(mais uniquement le signe), il est ensuite adapte´ en re´duisant ou en augmentant les longueurs des seg-
ments d’acce´le´ration. Pour conserver la vitesse et l’acce´le´ration nulle au point final, cette modification
est re´alise´e syme´triquement par rapport au segment a` vitesse constante. Dans ces travaux, la me´thode est
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FIGURE 2.16 – Mouvement point a` point compose´ de 15 segments de courbes de degre´ 4 [Lambrechts 05]
e´tendue au cas multidimensionnel pour la synchronisation des axes.
FIGURE 2.17 – Calcul du profil d’acce´le´ration par la me´thode de calcul d’aire [Haschke 08]
Enfin, Kro¨ger et al. proposent un ge´ne´rateur de trajectoire de type IV multi-dimensionnel, c’est a`
dire avec des conditions initiales cine´matiques quelconques et des conditions finales avec une vitesse
quelconque et une acce´le´ration nulle pour chaque dimension [Kro¨ger 10b].
Nous remarquons que ces derniers travaux vont dans le sens des re´sultats de Flash et Hogan [Flash 84,
Hogan 84]. En effet, les mouvements effectue´s par les humains e´tant limite´s en jerk et en acce´le´ration,
un robot qui respecte ces deux limites aura un comportement acceptable par l’Homme.
2.3 Conclusion
Ce chapitre pre´sente des me´thodes pour la planification de mouvement. Ces dix dernie`res anne´es
des travaux ont e´te´ effectue´s sur la planification de chemin pour permettre de re´soudre des taˆches com-
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plexes dans de grandes dimensions et dans des temps raisonnables. Des me´thodes ont e´te´ introduites
pour prendre en compte explicitement l’Homme de`s le calcul du chemin afin de satisfaire les contraintes
de se´curite´ et de confort. Des travaux montrent que pour respecter ces contraintes, le planificateur de
trajectoire doit non seulement prendre en compte les limites de vitesse pour la se´curite´ mais aussi les
limites d’acce´le´ration et de jerk pour le confort.
Un robot e´voluant dans le meˆme environnement que les humains doit adapter en ligne ses mouve-
ments pour s’adapter aux mouvements des humains. Cependant les planificateurs actuels de trajectoire
ne permettent pas de respecter ces contraintes. En effet, lors de la modification d’une trajectoire entre
deux points appartenant a` celle-ci, la nouvelle sous trajectoire aura des conditions initiale et finale en
acce´le´ration et vitesse non nulle. Cette sous-trajectoire, selon le tableau 2.3, est de type V et les plani-
ficateurs actuels ne sont capables de calculer que des trajectoires de type IV. Dans le chapitre 3, nous
proposons une me´thode de type V permettant de satisfaire les contraintes impose´es. Cette approche
constituera la base de la me´thode pre´sente´e dans le chapitre 5 concernant la planification et le controˆle
d’exe´cution des trajectoires pour l’interaction Homme-robot.
3
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omme nous l’avons vu dans le chapitre pre´ce´dent, la pre´sence de l’Homme dans l’espace de tra-
vail du robot introduit des contraintes de se´curite´ et de confort (Section 2.1.3). Pour respecter la
contrainte de se´curite´, la vitesse doit eˆtre borne´e sur l’ensemble de la trajectoire. L’acce´le´ration
et le jerk doivent e´galement eˆtre borne´s pour satisfaire la contrainte de confort. Pour repre´senter ce
type de mouvement, une solution est d’utiliser des courbes polynomiales d’un degre´ supe´rieur ou e´gal a`
trois. Les trajectoires compose´es de suites de segments de courbes polynomiales cubiques re´pondent aux
contraintes impose´es.
Dans un contexte d’environnement dynamique, les trajectoires doivent eˆtre calcule´es en-ligne. En
d’autres termes, le temps de calcul de la trajectoire doit eˆtre suffisamment petit pour permettre une inter-
action acceptable entre l’Homme et le robot. Des travaux re´cents ont e´te´s mene´s sur ce type de trajectoires
[Herrera-Aguilar 07, Haschke 08, Kro¨ger 10b] mais aucun ne traitent le cas ge´ne´ral des trajectoires de
type V (tableau 2.3, conditions initiales et finales en acce´le´ration et vitesse non nulles et contrainte en
jerk, acce´le´ration et vitesse). Dans ce chapitre, nous pre´sentons le premier, a` notre connaissance, plani-
ficateur de trajectoires de type V. Ce ge´ne´rateur est base´ sur des suites de segments de courbes polyno-
miales cubiques. Ces travaux ont e´te´ initialement publie´s dans IROS (IEE/RSJ International Conference
on Intelligent Robots and Systems) [Broque`re 08]. Nous introduisons le chapitre par la pre´sentation du
mode`le de trajectoire utilise´ et par une description de l’espace acce´le´ration-vitesse.
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3.1 Mode`le de trajectoire pour l’interaction Homme-robot
3.1.1 Notations
Dans la section 2.2, nous avons introduit les notations utilise´es dans le domaine de la planification de
chemin. Pour faciliter la compre´hension des de´veloppements, nous introduisons ici les notations utilise´es
pour pre´senter la ge´ne´ration de trajectoire de syste`mes quelconques de n degre´s de liberte´. Soit Xi ∈ Rn
un point dans un espace de dimension n de´crivant la configuration du syste`me a` un instant ti. Le point Xi
est repre´sente´ par un vecteur de scalaires de dimension n :
−→
Xi = [1Xi 2Xi ... nXi]T (3.1)
De meˆme pour la vitesse, l’acce´le´ration et le jerk :
−→
Vi = [1Vi 2Vi ... nVi]T (3.2)
−→
Ai = [1Ai 2Ai ... nAi]T (3.3)
−→
Ji = [1Ji 2Ji ... nJi]T (3.4)








Ji sont des scalaires.
3.1.2 Des suites de segments de courbes cubiques pour repre´senter les trajectoires
Nous choisissons de repre´senter la trajectoire TR(t) par une combinaison de n suites de courbes
polynomiales cubiques car ce type de trajectoire permet de limiter le jerk, l’acce´le´ration et la vitesse,
tout en ayant une forme simple. La trajectoire jTR(t) correspond a` l’e´volution de l’axe j et est compose´e
de N segments (figure 3.1).
Nous conside´rons, sans perte de ge´ne´ralite´, que la division en segments est la meˆme pour tous les
axes. En effet, en conside´rant l’axe qui a le plus de segments, il est possible de diviser les segments des
autres axes pour en obtenir le meˆme nombre. Les fonctions jJk(t), jAk(t), jVk(t), jXk(t) repre´sentent
respectivement les e´volutions du jerk, de l’acce´le´ration, de la vitesse et de la position sur le segment k
pour l’axe j.
Les segments sont de´finis par l’e´quation (3.5). Ils de´pendent de leur dure´e Tk et de 5 parame`tres :
– le temps initial tlk avec tlk = tI +∑k−1i=1 Ti
– les conditions initiales (3 parame`tres : jAk(tlk), jVk(tlk), jXk(tlk)) ;
– la valeur du jerk jJk ;




(t− tlk)3+ jAk(tlk)2 (t− tlk)
2+ j Vk(tlk)(t− tlk)+ j Xk(tlk) (3.5)
avec jJk, jAk(tlk), jVk(tlk), jXk(tlk) et tlk des constantes ∈ R.
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Les conditions initiales de la trajectoire jTR(t) sont :
jA1(tI) = j AI
jV1(tI) = j VI (3.6)
jX1(tI) = j XI
et les conditions finales :
jAN(tF) = j AF
jVN(tF) = j VF (3.7)
jXN(tF) = j XF
avec tF − tI = ∑Ni=1Ti.
FIGURE 3.1 – Profil du jerk d’une suite de segments de courbes polynomiales cubiques associe´ a` l’axe j
d’une trajectoire jTR(t)
La trajectoire multidimensionnelle est une compose´e des trajectoires de chaque axe :
TR(t) = [1TR(t) 2TR(t) ... nTR(t)]
T (3.8)
ou` n est le nombre d’axes.
Notons que la nature des axes j varie avec le type de courbe : translation ou rotation dans R3, coor-
donne´es articulaires ou combinaisons.
Les N couples ( jJk,Tk) et les conditions initiales (eq. 3.6) de la trajectoire jTR(t) permettent de
calculer l’e´tat de l’axe j a` un instant donne´ avec les e´quations 3.9, 3.10 et 3.11. Pour simplifier l’e´criture,
l’indice j correspondant a` l’axe conside´re´ sera souvent omis dans l’e´criture de ces e´quations. Le lecteur
se reportera a` l’annexe A pour les de´tails des calculs.
∀t ∈ [tlk, tlk +Tk], avec tI = 0 :



















































































3.1.3 Les contraintes cine´matiques
La me´thode de planification propose´e dans ces travaux est base´e sur la satisfaction de contraintes
cine´matiques (vitesse, acce´le´ration et jerk). Ces contraintes sont suppose´es constantes pour un mouve-
ment donne´. Dans le cas multi-dimensionnel, chaque axe pourra avoir des contraintes diffe´rentes. Nous
avons e´galement suppose´ que ces contraintes sont syme´triques :
jJmin = − jJmax
jAmin = − jAmax (3.12)
jVmin = − jVmax
Les e´volutions du jerk, de l’acce´le´ration et de la vitesse devront donc respecter :
| jJ(t)| ≤ jJmax
| jA(t)| ≤ jAmax (3.13)
| jV (t)| ≤ jVmax
3.1.4 Notion de trajectoire en temps minimal
Par la suite, la notion de de mouvement en temps optimal ou minimal est associe´e aux contraintes
cine´matiques (jerk, acce´le´ration et vitesse). Dans le cas d’un mouvement mono-dimensionnel en temps
minimal, le mouvement est sous contraintes sature´es ; a` chaque instant, une des contraintes est sa-
ture´e. Dans le cas du mouvement multidimensionnel en temps minimal, au moins un axe e´volue sous
contraintes sature´es. Dans nos travaux, sans perte de ge´ne´ralite´, nous avons e´galement suppose´ que les
contraintes sont admissibles sur tout l’espace de travail du robot.
3.1.5 Le mouvement dans le plan acce´le´ration-vitesse
L’algorithme de´crit dans la suite de ce chapitre est base´ sur des calculs ge´ome´triques directement
repre´sentables dans le plan acce´le´ration-vitesse (figure 3.2).
L’axe horizontal de ce plan est la vitesse et l’axe vertical est l’acce´le´ration. La position n’est pas
repre´sente´e. Pour un axe conside´re´, le point A correspond a` l’e´tat d’arreˆt (pas de mouvement : acce´le´ration
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FIGURE 3.2 – Plan acce´le´ration-vitesse
et vitesse nulles). Les lignes JC et EH de´finissent respectivement les e´tats a` acce´le´ration maximale (Amax)
et minimale (−Amax). Le syste`me peut rester inde´finiment sur un point de la ligne IAD en raison de
l’acce´le´ration nulle. La vitesse est maximale (Vmax) au point D et minimale (−Vmax) en I. Les autres
e´tats du syste`me ne sont pas des e´tats d’e´quilibres, comme par exemple, a` partir du point C ou` la seule
e´volution possible est de rejoindre le point D. La parabole HIJ repre´sente une e´volution a` jerk maximal
Jmax tandis que la parabole CDE repre´sente une e´volution a` jerk minimal (−Jmax).
Les paraboles a` jerk sature´ ont pour e´quations :
V (t) =V0± 12.Jmax A(t)
2 (3.14)
ou` V0 ∈ [−Vmax,Vmax] est la vitesse quand A(t) = 0.
Dans ce plan, seulement trois types de mouvements e´le´mentaires sont ne´cessaires pour de´finir n’im-
porte quel mouvement. Ils correspondent aux e´volutions a` vitesse, acce´le´ration et jerk sature´s (tI = 0
pour chaque segment) :
Jerk sature´ ±Jmax Acce´le´ration sature´e ±Amax Vitesse sature´e ±Vmax
segments AB, CD, DE, FA, segments BC, EF, GH et JK points D et I
AG, HI, IJ et KA)
J(t) =±Jmax J(t) = 0 J(t) = 0
A(t) = Ai± Jmaxt A(t) = Ai =±Amax A(t) = 0
V (t) =Vi+Ait± 12Jmaxt2 V (t) =Vi±Amaxt V (t) =Vi =±Vmax
X(t) = Xi+Vit+ 12Ait
2± 16Jmaxt3 X(t) = Xi+Vit± 12Amaxt2 X(t) = Xi±Vmaxt
Chapitre 3 La ge´ne´ration de trajectoire sous contraintes cine´matiques · 36
3.1.6 Syme´trie du plan acce´le´ration-vitesse
Conside´rons un mouvement quelconque repre´sente´ dans le plan acce´le´ration-vitesse (figure 3.3) avec
pour conditions initiales et finales :
A(tI) = AI1 A(tF) = AF1
V (tI) =VI1 V (tF) = AF1
X(tI) = 0 X(tF) = XF1
FIGURE 3.3 – Un mouvement repre´sente´ dans le plan acce´le´ration-vitesse
Si l’on inverse les conditions initiales et finales telles que :
A(tI) =−AI1 A(tF) =−AF1
V (tI) =−VI1 V (tF) =−AF1
X(tI) = 0 X(tF) =−XF1
Le mouvement obtenu sera un mouvement syme´trique par rapport au point A du plan acce´le´ration-
vitesse en raison de la syme´trie des contraintes cine´matiques (eq. 3.12). Ce mouvement est repre´sente´
par la figure 3.4.
FIGURE 3.4 – Le mouvement illustrant la syme´trie dans le plan acce´le´ration-vitesse
Cette proprie´te´ sera utilise´e par l’algorithme ge´ne´ral de calcul du mouvement de type V (section
3.3.4).
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3.2 Les trajectoires mono-dimensionnelles point a` point en temps minimal
Avant de pre´senter le planificateur que nous avons de´veloppe´ dans le cas ge´ne´ral, nous introduisons la
me´thode de calcul d’un mouvement point a` point mono-dimensionnel en temps minimal sous contraintes
cine´matiques. Cette me´thode a de´ja` e´te´ pre´sente´e dans la litte´rature [Liu 02, Herrera-Aguilar 07] et nous
proposons au lecteur de se reporter a` ces travaux pour les de´tails des calculs.
Dans ce cas, les conditions initiales et finales sont de´finies par :
A(tI) = 0 A(tF) = 0
V (tI) = 0 V (tF) = 0
X(tI) = 0 X(tF) = XF
La figure 3.5 repre´sente un mouvement optimal (par rapport aux contraintes cine´matiques) qui se com-
pose au plus de sept segments :
Tjpa = t1− tI Temps a` Jerk positif
Taca = t2− t1 Temps a` Acce´le´ration constante
Tjna = t3− t2 Temps a` Jerk ne´gatif
Tvc = t4− t3 Temps a` Vitesse constante
Tjnb = t5− t4 Temps a` Jerk ne´gatif
Tacb = t6− t5 Temps a` Acce´le´ration constante
Tjpb = tF − t6 Temps a` Jerk positif
FIGURE 3.5 – Les courbes du Jerk, de l’acce´le´ration, de la vitesse et de la position en fonction du temps
(haut) et le mouvement dans le plan acce´le´ration-vitesse (bas)
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Le syste`me d’e´quation a` re´soudre est le suivant :
t ∈ [tI, t1]
A1(t)=dirJmax(t− tI)+AI
V1(t)=dir Jmax2 (t− tI)2+AI(t− tI)+VI
X1(t)=dir Jmax6 (t− tI)3+ 12AI(t− tI)2+VI(t− tI)+XI
t ∈ [t1, t2]
A2(t)=A1(t1)
V2(t)=A1(t1)(t− t1)+V1(t1)
X2(t)= 12A1(t1)(t− t1)2+V1(t1)(t− t1)+X1(t1)
t ∈ [t2, t3]
A3(t)=−dirJmax(t− t2)+A2(t2)
V3(t)=−dir Jmax2 (t− t2)2+A2(t2)(t− t2)+V2(t2)
X3(t)=−dir Jmax6 (t− t2)3+ 12A2(t2)(t− t2)2+V2(t2)(t− t2)+X2(t2)




t ∈ [t4, t5]
A5(t)=−dirJmax(t−t4)+A4(t4)
V5(t)=−dir Jmax2 (t−t4)2+A4(t4)(t−t4)+V4(t4)
X5(t)=−dir Jmax6 (t−t4)3+ 12A4(t4)(t−t4)2+V4(t4)(t−t4)+X(t4)




t ∈ [t6, tF ]
A7(t)=dirJmax(t−t6)+A6(t6)
V7(t)=dir Jmax2 (t−t6)2+A6(t6)(t−t6)+V6(t6)
X7(t)=dir Jmax6 (t− t6)3+ 12A6(t6)(t−t6)2+V6(t6)(t−t6)+X6(t6)
(3.15)
avec dir = sign(XF −XI).
Le cas particulier du mouvement point a` point avec des contraintes cine´matiques syme´triques intro-
duit une antisyme´trie pour l’acce´le´ration et une syme´trie pour le jerk par rapport au segment a` vitesse
constante Tvc. Cette syme´trie apparaıˆt aussi pour la courbe de vitesse. Ainsi, seulement trois dure´es de
segment sont inconnues :
Tj = Tjpa = Tjna = Tjnb = Tjpb Ta = Taca = Tacb Tvc
Dans ce cas, le syste`me calcule les trois temps Tj, Ta et Tvc pour obtenir le de´placement de´sire´ entre
les positions initiale et finale. La planification s’effectuant sous contraintes (Jmax, Amax et Vmax), nous
obtenons un mouvement en temps minimal sous contraintes cine´matiques.
A partir des contraintes cine´matiques, nous pouvons de´duire les temps Tjmax et Tamax des e´volutions










En fonction du de´placement D= XF −XI a` effectuer, on distingue trois types de mouvement. Le pre-
mier cas, lorsque D est suffisamment long pour que Vmax soit atteint. Dans ce cas, nous avons Ta = Tamax
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et Tj = Tjmax. La dure´e du segment a` vitesse constante Tvc est fonction de la distance a` parcourir . Dans
le deuxie`me cas, l’acce´le´ration maximale est seulement atteinte et pour le troisie`me cas, ni l’acce´le´ration
maximale, ni la vitesse maximale ne sont atteintes.
Pour se´parer ces trois mouvements, deux seuils de distance a` parcourir sont calcule´s. Le premier













Le calcul du mouvement mono-dimensionnel point a` point en temps minimal est effectue´ par l’algo-
rithme 1, base´ sur les e´quations 3.17 et 3.18 et sur la de´finition des trois types de mouvement.
Algorithme 1 : Mouvement mono-dimensionnel point a` point en temps minimal
de´but
Calcul de la distance D = XF −XI
Calcul des dure´es Tjmax et Tamax
Calcul des seuils Dthr1 et Dthr2
si D≥ Dthr1 alors
Tj = Tjmax Ta = Tamax
Tvc = D−Dthr1Vmax
sinon si D≥ Dthr2 alors















Ainsi la dure´e totale du mouvement TF est :
TF = tF − tI
= 4Tj +2Ta+Tvc (3.19)
Remarque : Les segments a` acce´le´ration sature´e n’apparaissent que si la relation 3.20 est ve´rifie´e. Cette







Dans la suite, nous conside´rons essentiellement des situations ou` les contraintes cine´matiques respectent
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cette relation.
3.3 Les trajectoires mono-dimensionnelles de type V en temps minimal
Contrairement au mouvement point a` point, le calcul du mouvement dans le cas ge´ne´ral de type V
est beaucoup plus complexe car les syme´tries n’apparaissent plus.
Les conditions initiales IC et finales FC de ce type de mouvement sont :
A(tI)=AI A(t f )=VF
V (tI)=VI V (t f )=AF
X(tI)=XI X(t f )=XF
(3.21)
3.3.1 Les types de mouvements
Conside´rons un mouvement uniquement compose´ de mouvements e´le´mentaires sature´s. Supposons
e´galement que la distance a` parcourir est suffisamment longue pour que le mouvement comporte un
mouvement e´le´mentaire a` vitesse constante sature´e. Un tel mouvement est en temps minimal et passe par
le point D ou par le point I du plan acce´le´ration-vitesse.
A partir d’un e´tat quelconque, deux mouvements sont possibles. Si la distance a` parcourir est positive,
le mouvement passe par le point D. Inversement, si la distance a` parcourir est ne´gative, le mouvement
passe par le point I.
Nous distinguons donc deux types de mouvements :
– Les mouvements de´butant par un segment a` jerk maximum pour rejoindre le point D. Le point D
est atteint par au plus 3 de´placements e´le´mentaires : celui a` jerk maximum, suivi e´ventuellement
d’un mouvement a` acce´le´ration maximum puis un mouvement a` jerk minimum. Nous qualifions
ces mouvement de type 1 (figure 3.6)
– Les mouvements de´butant par un segment a` jerk minimum pour rejoindre le point I. Le point I est
atteint par au plus 3 de´placements e´le´mentaires : celui a` jerk minimal, suivi e´ventuellement d’un
mouvement a` acce´le´ration minimum puis un mouvement a` jerk maximum. Nous qualifions ces
mouvement de type 2 (figure 3.7)
Dans le cas ge´ne´ral, un mouvement comporte au plus sept segments [Herrera-Aguilar 07] :
Segments Mouvement de type 1 Mouvement de type 2
1 jerk maximum jerk minimum
2 acce´le´ration maximum acce´le´ration minimum
3 jerk minimum jerk maximum
4 vitesse maximum vitesse minimum
5 jerk minimum jerk maximum
6 acce´le´ration minimum acce´le´ration maximum
7 jerk maximum jerk minimum
Lorsque la distance a` parcourir diminue de telle sorte que le mouvement n’atteint plus la vitesse
maximale, le mouvement comporte moins de sept segments.
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FIGURE 3.6 – Mouvement de type 1 avec Vmax atteint
FIGURE 3.7 – Mouvement de type 2 avec −Vmax atteint
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3.3.2 Les types de mouvements compose´s de moins de sept segments
La composition des segments de mouvement varie en fonction des conditions cine´matiques initiales
et finales et de la distance a` parcourir. L’ensemble de ces types sont de´cris dans la section suivante
(Section 3.3.4). Un mouvement peut eˆtre, par exemple, compose´ d’un seul segment lorsque les conditions
initiales et finales sont nulles en acce´le´ration et e´gales en vitesse (Vmax ou Vmin).
Comme nous l’avons introduit dans le paragraphe pre´ce´dent, le mouvement sera de type 1 ou de type
2, en fonction de la distance a` parcourir. Lorsque cette distance diminue les acce´le´rations maximales et
minimales ne sont pas force´ment atteintes.
Nous pouvons isoler un mouvement remarquable associe´ a` une longueur particulie`re pour chaque
paire de conditions initiales et finales du plan vitesse-acce´le´ration. Ce mouvement particulier se´pare les
mouvements de type 1 de ceux de types 2. La figure 3.8 illustre ce mouvement pour les conditions
initiales et finales des figures 3.6 et 3.7. Nous appellerons ce mouvement : Mouvement critique. Il cor-
respond a` une distance particulie`re a` parcourir, la distance critique.
FIGURE 3.8 – Un Mouvement critique
3.3.3 La distance critique : de´finition et calculs
La distance critique dc est une longueur caracte´ristique pour le calcul du mouvement avec des condi-
tions cine´matiques initiales et finales non nulles. La de´finition introduite par Herrera ne traite pas l’en-
semble des cas existants notamment quand le mouvement n’atteint ni −Vmax ni Vmax. Nous proposons
une de´finition ge´ne´rale de la distance critique :
3.3.3.1 De´finition
La distance critique dc est la distance effectue´e entre les conditions initiales IC ((VI,AI))) et les
conditions finales FC ((AF ,VF)) de´finie de telle sorte que le temps de de´placement soit minimal. Le
mouvement critique se´pare continument les mouvements de type 1 des mouvements de type 2.
Lorsque la distance a` parcourir devient supe´rieure a` dc, on bascule sur un mouvement de type 1 et
inversement lorsque la distance a` parcourir est infe´rieure a` dc, on bascule sur un mouvement de type 2.
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3.3.3.2 Calculs
Les donne´es ne´cessaires pour le calcul de la distance critique dc sont :
A(tI) = AI A(tF) = AF
V (tI) =VI V (tF) =VF
Les positions initiale et finale n’interviennent pas dans le calcul de la distance critique. Dans la suite
du manuscrit, l’e´tat initial est aussi repre´sente´ par le point P1 et l’e´tat final par le point P2. Nous avons
divise´ le plan acce´le´ration-vitesse en sept zones. La figure 3.9 illustre cette de´composition du plan pour
les conditions initiales particulie`res IC(VI,AI).










































FIGURE 3.9 – Une de´composition du plan acce´le´ration-vitesse en sept zones
Le premier cas a` prendre en compte est celui avec des conditions initiales et finales identiques. Ce
cas correspond a` la zone 0 (Z0). Dans ce cas la distance critique est nulle (dc = 0). Remarquons que le
mouvement point a` point (AI = AF = VI = VF = 0) rentre dans ces conditions. Donc pour effectuer un
de´placement positif, le mouvement doit commencer par un segment a` jerk positif pour e´ventuellement
rejoindre la vitesse maximale ; et inversement pour effectuer un de´placement ne´gatif.
Chaque zone est de´finie par rapport aux conditions initiales IC(VI,AI). Pour de´finir ces zones, nous
introduisons des points particuliers du plan acce´le´ration-vitesse (Vsmm,Amax), (Vsmp,Amax), (Vs0m,0) et
(Vs0p,0) (figure 3.9).
La signification des abre´viations relatives aux vitesses est :
– Vsmp = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est maximale sur la parabole a` jerk positif passant
par IC(VI,AI) ;
– Vsmm = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est maximale sur la parabole a` jerk ne´gatif passant
par IC(VI,AI) ;
– Vs0p = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est nulle sur la parabole a` jerk ne´gatif passant par
IC(VI,AI) ;
– Vs0m = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est nulle sur la parabole a` jerk positif passant par
IC(VI,AI) ;
Pour effectuer le calcul de la distance critique, nous de´finissons e´galement les points particuliers
(Vfmm,Amax), (Vfmp,Amax), (Vf0m,0) et (Vf0p,0) pour les conditions finales FC(VF ,AF) (figure 3.10).
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FIGURE 3.10 – Les points particuliers du plan acce´le´ration-vitesse pour des conditions initiales IC et
finales FC donne´es
La signification des abre´viations relatives aux vitesses est :
– Vfmp = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est maximale sur la parabole a` jerk positif passant
par FC(VF ,AF) ;
– Vfmm = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est maximale sur la parabole a` jerk ne´gatif passant
par FC(VF ,AF) ;
– Vf0p = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est nulle sur la parabole a` jerk ne´gatif passant par
FC(VF ,AF) ;
– Vf0m = Vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est nulle sur la parabole a` jerk positif passant par
FC(VF ,AF) ;
Le calcul de la longueur dc de´pend de la zone ou` se situe le point (VF ,AF) par rapport au point
(VI,AI). Pour cela il faut calculer et comparer, les points (Vsmm,Amax), (Vsmp,Amax), (Vfmm,Amax),
(Vfmp,Amax), (Vs0m,0), (Vs0p,0), (Vf0m,0) et (Vf0p,0) de´finis plus haut.
Nous de´finissons Vlim (figure 3.11) la vitesse atteinte lorsque l’acce´le´ration est nulle pour la parabole
a` jerk positif passant par le point C du plan acce´le´ration-vitesse (figure 3.2). Cette vitesse est calcule´e





La suite de segments composant le mouvement critique change avec la zone. La figure 3.12 re´sume
les diffe´rents cas qui sont de´taille´s dans l’annexe B.
Remarque :
Pour certaines conditions initiales et finales particulie`res, il existe un mouvement plus court qui court-
circuite le mouvement critique. La figure 3.13 en illustre un cas particulier. Pour rejoindre les conditions
initiales et finales, il existe un mouvement en temps minimal compose´ de deux segments (jerk positif
puis ne´gatif) (noir sur la figure). Le mouvement critique est repre´sente´ par la courbe jaune.
Dans cet exemple, les conditions initiales et finales sont :
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FIGURE 3.11 – La vitesse Vlim dans le plan acce´le´ration-vitesse
A(tI) = 0.2m.s−2 A(tF) = 0.25m.s−2
V (tI) = 0.021m.s−1 V (tF) = 0.043m.s−1
Pour effectuer la distance particulie`re de 0.002908 m, il existe deux solutions (figure 3.14). La premie`re
est la solution en temps minimal (courbe noire, constitue´e de deux segments de jerk sature´). La seconde
est un mouvement passant par les e´tats a` vitesse ne´gative (courbe verte), c’est celui qui est calcule´ par
notre algorithme.
Ce mouvement particulier ne sera pas pris en compte par l’algorithme ge´ne´ral pour les mouvements
de type V pre´sente´ dans la section suivante. En effet, ce mouvement est seulement valide pour une
longueur particulie`re (ici 0.002908 m). Si la distance a` parcourir est augmente´e ou diminue´e, la dure´e
du mouvement re´sultat sera tre`s largement diffe´rente de celle de ce mouvement minimal. L’algorithme
propose´ ignore ces cas particuliers afin de ne pas introduire de discontinuite´ temporelle.
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FIGURE 3.12 – Les diffe´rents types de mouvements critiques en fonction des zones
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FIGURE 3.13 – Illustration de l’existence de mouvement en temps minimal particuler (noir)
FIGURE 3.14 – Illustration de l’existence de deux solutions pour un mouvement avec des conditions
initiales et finales quelconques
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3.3.4 L’algorithme ge´ne´ral de planification en temps minimal
Ce paragraphe pre´sente l’algorithme de ge´ne´ration de trajectoire avec des conditions initiales et fi-
nales quelconques (en acce´le´ration, vitesse et position) et avec contraintes cine´matiques (eq. 3.12 et
3.13).
Me´thodes de calcul :
L’algorithme que nous proposons est conc¸u pour eˆtre utilise´ en ligne. Il est base´ sur des calculs de
seuils de distance pour de´terminer la suite de segments composant le mouvement. Deux seuils sont facile-
ment identifiables. Le premier DSVmax est la distance parcouru de telle sorte que le mouvement comporte
un segment a` vitesse sature´e. Le second DSAmax, correspond a` la distance quand les acce´le´rations Amax
et Amin sont atteintes.
Utilisation de la proprie´te´ de syme´trie du plan acce´le´ration-vitesse :
Pour re´duire de moitie´ l’algorithme, nous avons utilise´ la proprie´te´ de syme´trie du plan acce´le´ration-
vitesse introduite pre´ce´demment (Section 3.1.6). Ainsi une planification pour un chemin de type 2 pourra
eˆtre calcule´ comme celle d’un chemin du premier type en inversant judicieusement certaines variables :
– les conditions initiales et finales, la distance critique sont multiplie´es par −1 (la distance e´tant
relative et XI = 0) ;
– inversion de la zone pour le calcul de la distance critique suivant le cas :
– zone 1 ⇒ zone 2
– zone 2 ⇒ zone 1
– zone 3 ⇒ zone 4
– zone 4 ⇒ zone 3
– zone 5 ⇒ zone 6
– zone 6 ⇒ zone 5
– re-calcul des couples de re´fe´rence : (Vsmm,Amax), (Vsmp,Amax)...
L’algorithme :
Ainsi, a` partir de la de´finition de la distance critique dc (Section 3.3.3.1), nous proposons l’algorithme
2 de ge´ne´ration de mouvement. Cet algorithme se de´compose en trois niveaux de sous-algorithmes.
L’algorithme principal (alg. 2) fait appel, si besoin, a` l’algorithme de ge´ne´ration de mouvement de type
1 (alg. AT1 3).
L’algorithme pour les trajectoires de type 1 se de´compose ensuite en trois autres algorithmes : AT1-1
(alg. 4), AT1-2 (alg. 5) et enfin AT1-3 (alg. 6). L’algorithme AT1-3 correspond au cas ou` ni la vitesse
maximale, ni les acce´le´rations maximales ne sont atteintes. La de´composition de ce dernier est de´taille´e
dans l’annexe C. Les cas les plus complexes correspondent aux mouvements compose´s de trois segments
a` jerk sature´ ; c’est a` dire au calcul de l’intersection de trois paraboles (e´quation de degre´ six). Ces
cas sont re´solus nume´riquement par la me´thode de Raphson-Newton. Nous proposons au lecteur de se
reporter a` l’ouvrage de Press pour les de´tails de cette me´thode [Press 07].
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Algorithme 2 : Ge´ne´ration de trajectoire mono-dimensionnelle de type V
Calcul des vitesses particulie`re (Vsmp, . . . )
De´termination des sept zones
Calcul de la distance critique dc
Calcul de la longueur du mouvement D = XF −XI
de´but
si D> dc alors
Le mouvement est de type 1
Calcul du mouvement de type 1 (alg. 3 page 50)
Ve´rification des temps des sept segments
sinon si D< dc alors
Le mouvement est de type 2
Inversion des conditions initiales et finales (la proprie´te´ de syme´trie)
Calcul des nouvelles vitesses particulie`res (Vsmp, . . . )
Calcul du mouvement de type 1 (alg. 3 page 50)
De´termination du mouvement de type 2 a` partir du mouvement de type 1
Ve´rification des temps des sept segments
sinon si D == dc alors
Le mouvement est le mouvement critique
Ce mouvement a de´ja` e´te´ calcule´ lors du calcul de la distance critique
fin
fin
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Algorithme 3 : AT1 : Algorithme ge´ne´ral pour les mouvements de type 1
Les algorithmes AT1-1, AT1-2 et AT1-3 sont respectivement de´crits aux pages 51, 52 et 52.
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Algorithme 4 : AT1-1 : Algorithme pour les mouvements atteignant Vmax
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Algorithme 5 : AT1-2 : Algorithme pour les mouvements atteignant Amax et −Amax
Algorithme 6 : AT1-3 : Algorithme pour les mouvements n’atteignant pas Amax et −Amax
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3.3.5 Exemples d’applications
Nous pre´sentons deux applications de la me´thode de ge´ne´ration de mouvement de type V en temps
minimal. La premie`re est le calcul d’un mouvement entre deux e´tats (position, vitesse, acce´le´ration). La
deuxie`me est une extension de cet algorithme qui permet de ge´ne´rer un mouvement suivant une consigne
cine´matique (vitesse,acce´le´ration).
3.3.5.1 Exemple de ge´ne´ration d’un mouvement de type V
Conside´rons les conditions initiales et finales suivantes :
A(tI)=−0.25m.s−2 A(t f )=0.19m.s−2
V (tI)=−0.07m.s−1 V (t f )=−0.01m.s−1
X(tI)=0 X(t f )=−0.048m




Les conditions initiales et finales en vitesse et acce´le´ration permettent de de´terminer que le point
FC se situe dans la zone 1 par rapport au point IC. La figure 3.15 repre´sente le mouvement critique. La
distance critique est dc =−0.060473m. La distance a` parcourir D = XF =−0.048m est supe´rieure a` dc
donc le mouvement est de type 1 (de´part a` jerk maximal). Le seuil DSVmax qui est la distance ne´cessaire
de telle sorte que le mouvement posse`de un segment a` vitesse constante non nul est DSVmax = 0.0519m.
Le seuil DSAmax, qui repre´sente un mouvement qui atteint Amin et Amax vaut -0.0334 m. On est donc dans




FIGURE 3.15 – Mouvement critique de l’exemple
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La solution est donc traite´e par l’algorithme AT1-3-1 (alg. C.1) fourni en annexe C (car la zone est
de type 1). Dans AT1-3-1, nous avons introduit une vitesse particulie`re nomme´e Vswitch. Cette vitesse
correspond a` la vitesse a` acce´le´ration nulle de la parabole a` jerk ne´gatif passant parVsmp. Dans notre cas,
la vitesseVswitch = -0.0047 m/s est supe´rieure a`Vf0m. Ceci implique que la parabole a` jerk ne´gatif passant
par Vswitch et la parabole a` jerk positif passant par les conditions finales se croisent. Les mouvements des
trois seuils DSAmax31, DSAmax31 et DSAmax31 peuvent donc eˆtre calcule´s. Les re´sultats du calcul des




Ces trois seuils permettent de de´terminer la composition du mouvement. La distance D a` parcourir est
supe´rieure a` DSAmax31, on obtient donc un mouvement compose´ de 5 mouvements e´le´mentaires. La
figure 3.16 pre´sente le re´sultat. Le syste`me s’e´crit sous la forme d’une e´quation a` une inconnu de degre´
4. Nous avons choisi comme inconnu la dure´e du mouvement e´le´mentaire de la parabole a` jerk positif
passant par les conditions finales.
Le mouvement obtenu est compose´ de cinq segments dont les dure´es sont respectivement :
T jpa = 0.611111s
Taca = 0.182863s
T jna = 0.333333s
Tvc = 0s
T jnb = 0.2985s
Tacb = 0s
T jpb = 0.509612s
3.3.5.2 Ge´ne´ration du mouvement de suivi d’une consigne (vitesse,acce´le´ration)
La me´thode de calcul de mouvement pre´sente´e ci-apre`s permet de ge´ne´rer un mouvement en ligne
a` partir d’une consigne. Un exemple pratique de cette me´thode est pre´sente´ dans la section 6.2. Le
mouvement est calcule´ a` chaque actualisation de la consigne en respectant les contraintes cine´matiques
(Jmax, Amax et Vmax) a` partir de l’e´tat courant du syste`me.
Dans la section 3.3.3.1, nous avons vu que le mouvement en temps minimal sous contraintes cine´ma-
tiques est le mouvement critique correspondant a` la distance critique dc. Ainsi, pour que le syste`me
mono-dimensionnel atteigne la consigne en un temps minimal, le mouvement critique est calcule´ a`
chaque ite´ration. La figure 3.17 illustre l’e´volution de la vitesse ge´ne´re´e (courbe bleue) a` partir de la
consigne en vitesse (courbe noire pointille´). Dans l’exemple, la consigne d’acce´le´ration est nulle. La
me´thode agit comme un filtre sur l’acce´le´ration. Nous appellerons fsmooth cette fonction de lissage.
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FIGURE 3.16 – Exemple de mouvement de type V
FIGURE 3.17 – Vitesse ge´ne´re´e pour une consigne en vitesse-acce´le´ration
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3.3.6 Imple´mentation et re´sultats
Nous avons imple´mente´ l’algorithme de ge´ne´ration de mouvement de type V (alg. 2) en langage C.
La figure 3.18 repre´sente l’interface graphique utilisateur optionnelle.
FIGURE 3.18 – Interface graphique utilisateur du ge´ne´rateur de trajectoire mono-dimensionelle
Pour valider l’imple´mentation, nous avons e´chantillonne´ ale´atoirement des conditions initiales et
finales respectant les contraintes cine´matiques impose´es (Jmax, Amax etVmax). Sur une moyenne d’un mil-
liard de tests, le temps de calcul moyen d’un mouvement mono-dimensionnel est de 0.0139 ms (machine
utilise´e : Intel Core i5 2.67 GHz). Les temps de calculs les plus longs correspondant aux cas les plus
complexes sont de l’ordre de la milliseconde. Ce re´sultats montrent la validite´ de l’approche pour les ap-
plications temps re´els. Dans le chapitre 6, nous pre´senterons une expe´rimentation base´e sur l’utilisation
en-ligne de cet algorithme sur un robot manipulateur.
Dans la premie`re partie de ce chapitre, nous avons propose´ une me´thode de calcul de mouvement en
temps minimal mono-dimensionnel. Dans la suite, nous allons nous inte´resser aux mouvements en temps
impose´ pour terminer par les mouvements multidimensionnels.
3.4 Les trajectoires mono-dimensionnelles en temps impose´
3.4.1 Cas du mouvement point a` point
Pour effectuer un mouvement point a` point en un temps impose´ Timp (Timp > temps minimal), il existe
une infinite´ de solutions. Par exemple, parcourir la moitie´ de la distance, s’arreˆter le temps ne´cessaire et
enfin effectuer la distance restante.
Une me´thode est de´crite dans l’ouvrage de Biagiotti pour un mouvement atteignant Vmax et Amax
[Biagiotti 08] (section 3.4.5). Cette me´thode consiste a` calculer les contraintes Jmax, Amax et Vmax per-
mettant de re´aliser le mouvement en une dure´e impose´e Timp. Dans le paragraphe 3.2, nous avons vu
que le calcul du mouvement en temps minimal revient a` calculer trois temps caracte´ristiques Tvc, Ta et
Tj. La dure´e totale du mouvement e´tant T = Tvc+2(Ta+2Tj). Pour un mouvement avec des contraintes
syme´triques et une distance D a` parcourir, la dure´e T du mouvement est donne´e par (voir annexe D) :
















L’e´quation 3.23 permet d’obtenir les nouvelles contraintes :
Vmax′= δVmax
Amax′= δ 2Amax (3.25)
Jmax′= δ 3Jmax
(3.26)
Cette me´thode permet d’obtenir facilement une solution en temps impose´ lorsque les dure´es des sept
segments sont non nulles.
Une autre solution consiste a` imposer les trois temps Tvc, Ta et Tj (chacun de ces trois temps e´tant
supe´rieur aux temps minimum). A partir de ces trois temps et des e´quations ge´ne´rales du mouvement
point a` point, nous pouvons recalculer le jerk Jimp a` imposer (e´quations 3.27, 3.28 et 3.29) :
Si le segment a` vitesse constante est non null (Tvc > 0)) :
Jimp =
XF −XI
Tj(T 2a +3TaTj +TvcTa+2T 2j +TvcTj)
(3.27)
si le segment a` acce´le´ration constante est non null Ta > 0 et Tvc = 0 :
Jimp =
XF −XI
Tj(T 2a +3TaTj +2T 2j )
(3.28)





3.4.2 Cas du mouvement de type V
Les conditions cine´matiques initiales et finales e´tant non nulles, la planification du mouvement en
temps impose´ est plus complexe que dans le cas point a` point, le mouvement n’est plus syme´trique. Pour
ajuster la dure´e du mouvement, nous ne pouvons plus modifier uniquement les contraintes Jmax, Amax
et Vmax. En effet, conside´rons un mouvement en temps minimal seulement constitue´ d’un mouvement
e´le´mentaire a` vitesse constante sature´e. La diminution de la vitesse maximale n’est plus possible car
le mouvement deviendrait invalide (e.g. les conditions initiales et finales seraient en dehors de l’espace
acce´le´ration-vitesse valide).
La solution que nous avons choisi consiste alors a` calculer un mouvement avec une e´volution a`
vitesse constante non sature´e. Nous proposons un algorithme ite´ratif pour de´terminer la valeur de la
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vitesse du segment a` vitesse constante. Pour effectuer un mouvement en temps infini, la valeur de cette
vitesse tendra vers ze´ro. Donc la valeur de la vitesse a` de´terminer sera comprise entre la vitesse nulle et
la vitesse maximale atteinte par le mouvement en temps minimal calcule´ par l’algorithme de la section
pre´ce´dente (section 3.3.4).
La me´thode propose´e permet de prendre en compte les acce´le´rations et vitesses initiales et finales non
nulles. La premie`re e´tape de l’algorithme consiste a` calculer le mouvement en temps optimal. La dure´e
de ce mouvement est note´e Topt et la vitesse maximale atteinte,Vm (Vm =max(V (t))). Si la vitesseVm est
positive alors la valeur de la vitesse du segment a` vitesse constante (note´e Vc) appartiendra a` l’intervalle
[0,Vm], pour tout temps impose´ Timp ≥ Topt . Inversement, siVm est ne´gatif, alorsVc appartiendra a` l’inter-
valle [Vm,0]. La seconde phase de la me´thode consiste a` faire varier Vc dans l’intervalle pre´ce´demment
de´termine´. Pour chaque valeur de Vc, le mouvement joignant les conditions cine´matiques initiales et fi-
nales et passant par Vc est calcule´. Ce dernier mouvement est compose´ de six segments (il ne comprend
pas de segment a` vitesse constante). La somme des dure´es de ces six segments est note´e T6seg et permet
de de´terminer la dure´e du mouvement du segment a` vitesse constante (Tvc = Timp −T6seg). La solution
est trouve´e si la distance parcourue par le mouvement compose´ des six segments et du segment a` vitesse
constante est e´gale a` la distance initiale. La figure 3.20 illustre ce type de mouvement, le mouvement en
temps optimal e´tant trace´ sur la figure 3.19.
FIGURE 3.19 – Mouvement en temps optimal de dure´e Topt (Topt = 2.903s)
Remarque : La somme des six segments T6seg peut eˆtre supe´rieure a` Timp, dans ce cas il n’y aura
pas de solution. Ce proble`me apparait pour les petites distances proche de la distance critique. Une
solution serait d’augmenter la contrainte Jmax pour re´duire le temps de parcours du mouvement a` six
segments. Nous ne retenons pas cette solution car augmenter le jerk maximal, introduirait des variations
d’acce´le´ration trop brutales pour l’interaction avec l’Homme. Dans la section suivante nous de´taillons la
me´thode utilise´e pour synchroniser un mouvement multidimensionnel.
3.5 Les trajectoires multidimensionnelles en temps minimal
Dans cette section, nous pre´sentons la planification en temps minimal pour les trajectoires multidi-
mensionnelles.
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FIGURE 3.20 – Mouvement en temps impose´ de dure´e Timp = 4.5s
3.5.1 Cas du mouvement point a` point
Dans un espace de dimension n, le mouvement est obtenu par la combinaison line´aire du mouve-
ment des n axes. Soit la direction de de´placement de´finie par le vecteur v = ∑ni=1 αivi ou` ∑
n
i=1 α2i = 1.
Les vecteurs vi sont les n vecteurs directeurs unitaires de l’espace conside´re´. La synchronisation des n
mouvements point a` point mono-dimensionnels permet d’obtenir une ligne droite entre le point initial
et le point final si les instants de commutations entre les segments sont identiques pour tous les axes.
Les diffe´rents jerks de chaque axe sont relie´s line´airement par JiM = αiJmax. Jmax correspond au jerk
maximum sur la droite.
















Pour chaque segment, l’une des fonctions vitesse, acce´le´ration ou jerk de l’un des axes est sature´e.
Les autres se trouvent a` l’inte´rieur de leur domaine de validite´.
Une autre me´thode pour calculer un mouvement point a` point multidimensionnel en temps minimal
consiste a` calculer, dans un premier temps, les mouvements optimaux pour chaque dimension avec les
contraintes cine´matiques correspondantes. Les dure´es des segments du mouvement de chaque dimension
sont ensuite ajuste´es au mouvement qui a la plus grande dure´e par la deuxie`me me´thode de´crite au
paragraphe 3.4.1.
3.5.2 Cas du mouvement de type V
Contrairement au mouvement point a` point, dans le cas du mouvement de type V, les segments des
n mouvements en temps minimal ne sont pas force´ment synchronise´s. La solution que nous avons choisi
se de´compose en trois e´tapes. La premie`re e´tape consiste a` calculer le mouvement en temps minimal
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pour les n dimensions a` partir de l’algorithme pre´sente´ dans la section pre´ce´dente 3.3.4. Les n temps des
mouvements sont stocke´s dans un vecteur de dimension n que nous notons Topt . On a donc pour l’axe j :





La deuxie`me e´tape consiste a` calculer pour chaque axe, le mouvement qui passe par l’e´tat a` l’arreˆt
(point A du plan acce´le´ration-vitesse). Ce mouvement sera constitue´ de 11 segments au plus (3 segments
pour rejoindre le point d’arreˆt, le segment a` l’arreˆt et les 7 segments pour effectuer le de´placement
restant). De meˆme que pour les mouvements optimaux, les dure´es de ces mouvements sont stocke´es






La troisie`me e´tape consiste a` de´terminer la dure´e de synchronisation Timp. Notons que cette dure´e est
diffe´rente de celle introduite dans la section pre´ce´dente (Section 3.4). Cette dure´e n’est pas force´ment
e´gale a` la plus grande des dure´es des mouvements des axes. En effet, comme nous l’avons vu dans la
section sur la planification en temps impose´ 3.4.2, il existe des intervalles de temps ou` il n’y a pas de
solution de planification en temps impose´ dans la famille de solutions que nous avons choisi.
Ainsi, pour de´terminer la dure´e Timp, nous de´terminons pour chaque axe j les intervalles solutions de
la planification en temps impose´ pour l’intervalle de temps [Topt [ j],Tstop[ j]] (figure 3.21). La dure´e Timp







FIGURE 3.21 – De´termination du temps de synchronisation pour un mouvement multidimensionnel
3.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons de´taille´ notre contribution concernant la planification de trajectoires
sous contraintes cine´matiques. Nous avons de´veloppe´ un planificateur de trajectoire permettant de ge´ne´rer
des trajectoires avec le jerk, l’acce´le´ration et la vitesse borne´s. Ce ge´ne´rateur permet de calculer des mou-
vements multidimensionnels avec des conditions initiales et finales cine´matiques non nulles. Pour cela,
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nous avons utilise´ un mode`le de trajectoire compose´ de suites de segments de courbes polynomiales





ans le chapitre pre´ce´dent, nous avons pre´sente´ une approche originale pour la ge´ne´ration de
trajectoire sous contraintes cine´matiques par interpolation entre deux e´tats (position, vitesse et
acce´le´ration). La trajectoire ainsi ge´ne´re´e est compose´e de suites de segments de courbes po-
lynomiales cubiques. Dans ce chapitre, nous allons e´tudier l’approximation de trajectoire par ce meˆme
type de trajectoire. Le but de cette approximation est d’obtenir une repre´sentation unique pour l’en-
semble des trajectoires que le controˆleur du robot devra exe´cuter. Une partie des re´sultats pre´sente´s ci-
apre`s a e´te´ pre´sente´ a` la confe´rence ICRA (IEEE International Conference on Robotics and Automation)
[Broque`re 10].
4.1 De´finition du proble`me
Conside´rons une trajectoire quelconque TRin de´finie par un chemin P = P(u) et par une loi de
mouvement u = u(t). Cette trajectoire peut eˆtre de´finie par une grande varie´te´ de courbes (Beziers,
NURBS, sinusoı¨des ...). Dans le domaine industriel, ces courbes sont ge´ne´ralement repre´sente´es par
des compose´es de primitives telles que les cercles et les droites. L’inconve´nient de la repre´sentation
par des cercles et des droites provient des discontinuite´s dans le profil d’acce´le´ration. En effet, lors du
passage d’une droite a` un cercle, ou inversement, une discontinuite´ en acce´le´ration apparait a` cause de
l’acce´le´ration centripe`te introduite par le cercle. Cette discontinuite´ peut eˆtre e´vite´e en imposant des vi-
tesses nulles aux points liant les diffe´rentes primitives. Cependant, cette solution n’est ge´ne´ralement pas
retenue car elle augmente les temps de parcours.
Outre le fait d’obtenir une repre´sentation uniforme des trajectoires pouvant eˆtre exe´cute´es par un
unique controˆleur, l’approximation de trajectoire permet de lisser ces discontinuite´s.
Nous proposons une me´thode ge´ne´rale d’approximation pour les trajectoires de´finies par un chemin
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(a) Trajectoire initiale TRin et approxime´e TR (b) Profil du jerk de l’axe j de la trajectoire TR
FIGURE 4.1 – Approximation en temps impose´ de trajectoire par trois segments de courbes cubiques
P et une loi de mouvement u(t). L’approximation est effectue´e a` partir d’un ensemble d’instants impose´s
ou calcule´s de la trajectoire initiale TRin. Entre deux instants conse´cutifs, un mouvement en temps impose´
est calcule´ pour approximer la trajectoire. La section suivante pre´sente la me´thode propose´e pour calculer
ce mouvement en temps impose´.
4.2 Mouvement en temps impose´ sans contrainte cine´matique
Un mouvement mono-dimensionnel entre deux e´tats (position, vitesse, acce´le´ration) introduit six
contraintes :
– les trois conditions initiales ;
– les trois conditions finales.
Une cubique a seulement quatre coefficients et ne peut donc pas satisfaire les six contraintes. L’utili-
sation de deux cubiques pour re´aliser ce mouvement est aussi impossible (8 coefficients pour 9 contraintes :
les conditions initiales et finales et les 3 contraintes de continuite´ entre les deux cubiques). Trois segments
de cubiques (figure 4.1(a) et 4.1(b)) introduisent 12 coefficients qui permettent de re´soudre le proble`me :
– Six contraintes pour les conditions initiales (AI, VI, XI) et finales (AF , VF , XF) ;














































Ce qui donne donc 12 contraintes. La dure´e impose´e du mouvement est Timp = ti,F − ti,I .
Le syste`me a` re´soudre est ensuite obtenu a` partir des e´quations 3.9, 3.10 et 3.11 repre´sentant les
e´volutions de l’acce´le´ration, de la vitesse et de la position en fonction de l’indice du segment et du temps
(page 34).
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B1 = AF −AI
B2 = VF −VI −AITimp
B3 = XF −XI −VITimp−AI
T 2imp
2
Si nous fixons arbitrairement la dure´e de chaque segment au tiers de la dure´e totale impose´e Timp :



































































Dans la suite du manuscrit, nous nommerons cette me´thode de calcul en temps impose´ 3-segments.
Remarque : Le rapport des dure´es de chaque segment par rapport a` la dure´e impose´e peut eˆtre opti-
mise´ en fonction d’une contrainte comme la minimisation des trois jerk. Cependant, nous avons choisi
de fixer les dure´es de chaque segment au tiers de Timp pour obtenir un calcul rapide.
4.3 Algorithmes d’approximation propose´s
Nous proposons deux me´thodes pour approximer une trajectoire. Ces me´thodes sont base´es sur le
meˆme principe. La trajectoire initiale est d’abord de´coupe´e en plusieurs sous trajectoires. Ensuite, pour
chaque sous trajectoire caracte´rise´e par une dure´e et des conditions initiale et finale (position, vitesse
et acce´le´ration), nous appliquons la me´thode de planification en temps impose´e 3-segments. Pour la
premie`re me´thode, nomme´e approximation par division a priori, le nombre de sous trajectoires est fixe´ a
priori. Pour la seconde me´thode, le nombre de sous trajectoires est de´duit de l’erreur maximale admissible
εerrPosMaxDes donne´e par l’utilisateur. Pour calculer l’erreur, la trajectoire initiale est discre´tise´e a` ΔTs.
4.4 Calculs des erreurs d’approximation
Les erreurs d’approximations sont calcule´es a` partir des trajectoires TRin et TR e´chantillonne´es a`
ΔTs. Trois erreurs sont calcule´es (ou` n est le nombre d’axes) :
– l’erreur en position de trajectoire :





( jTR(t)− j TRin(t))2 (4.6)
εerrPosMax = max(∀t ∈ [tI, tF ] | εerrPos(t)) (4.7)
– l’erreur en vitesse de trajectoire :










εerrVelMax = max(∀t ∈ [tI, tF ] | εerrVel(t)) (4.9)
– la distance de Hausdorff entre les trajectoires discre´tise´es TR et TRin :
cette distance repre´sente la distance maximale entre les deux chemins.
dHaus(TRin,TR) = max( fd(TRin,TR), fd(TR,TRin)) (4.10)
ou` fd est la distance de Hausdorff relative :
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fd(TRin,TR) = max(∀p ∈ TRin | min(∀q ∈ TR | d(p,q))) (4.11)
et
fd(TR,TRin) = max(∀q ∈ TR | min(∀p ∈ TRin | d(p,q))) (4.12)
La distance d utilise´e est la distance euclidienne.
Pour effectuer les calculs d’erreur, sauf pre´cision contraire, nous utilisons une discre´tisation dix fois plus
fine que l’incre´ment de temps utilise´. Nous supposons dans cette partie que la pe´riode d’exe´cution est
fixe´e a` 10 ms. La discre´tisation est donc effectue´e a` ΔTs = 1ms. Notons que le choix de cette pe´riode
influence la pre´cision du calcul de l’erreur, notamment dans le cas de la distance de Hausdorff.
La distance de Hausdorff est calcule´e a` titre indicatif ; les algorithmes propose´s ne ne´cessitent pas
son calcul.
4.5 Approximation de trajectoire multidimensionnelle avec un nombre impose´
de triplets de segments
Pour approximer une trajectoire, nous pre´sentons d’abord une me´thode par division a priori (alg. 7),
qui consiste a` diviser la trajectoire en Nst sous-trajectoires. Chaque sous trajectoire TRi est de´finie par un
instant initial ti,I et un instant final ti,F . Ces instants sont identiques pour les n dimensions de TRin.
Algorithme 7 : Me´thode par division a priori
Donne´es d’entre´es : TRin discre´tise´e a` ΔTs et Nst
de´but
De´termination des conditions initiales IC et finales FC et de la dure´e des Nst sous-trajectoires
Application de la me´thode ’3-segments’ pour chaque sous-trajectoire
Calcul des erreurs d’approximation de la trajectoire
fin
La trajectoire TR obtenue est compose´e de 3∗Nst segments de cubiques pour chaque dimension.
Remarque : Le calcul de l’approximation s’effectuant avec trois segments et sur des trajectoires
discre´tise´es a` ΔTs, le nombre d’e´chantillons de la trajectoire TRin doit eˆtre un multiple de trois. Si ce
n’est pas le cas, nous ajoutons un ou deux e´chantillons a` la fin de la trajectoire avec des conditions e´gales
a` celles de la position finale de TRin. La dure´e totale de la trajectoire TR aura ainsi au maximum une
dure´e de 2ΔTs plus longue que TRin.
4.5.1 Application au cas simple du segment de droite
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La loi de mouvement impose´e (figure 4.2) est un mouvement point a` point a` sept segments avec les
parame`tres :
Jmax = 0.12m/s3 Amax = 0.04m/s2 Vmax = 0.02m/s
FIGURE 4.2 – Loi de mouvement impose´e
Pour cet exemple, le nombre de sous trajectoires est fixe´ a` sept (figure 4.3). Pour les calculs, la
trajectoire est e´chantillonne´e a` ΔTs = 1 ms.
Ainsi dans le cas du de´placement en ligne droite, les erreurs en vitesse de la loi de mouvement et en
position de la trajectoire sont trace´es sur la figure 4.4. L’erreur maximale de position sur la trajectoire est
0.395 mm et l’erreur de Hausdorff 0.01060 mm.
FIGURE 4.3 – Approximation d’un segment de droite par sept sous trajectoires 3-segments
4.5.2 Application au cas du cercle
Conside´rons un cercle de rayon 0.10 m, centre´ sur le point P1 = [0 0 0]T . La loi de mouvement
impose´e a les meˆmes parame`tres que celle de la droite du cas pre´ce´dent (figure 4.2). Le nombre de sous
trajectoire est e´galement fixe´ a` sept (figure 4.5).
Les erreurs en vitesse de la loi de mouvement et en position de la trajectoire sont trace´es sur la figure
4.6. L’erreur maximale de position sur la trajectoire est de 13.815 mm, l’erreur de vitesse 15.45 mm/s et
l’erreur de Hausdorff 2.99215 mm.
Comme l’on pouvait s’y attendre, l’erreur de trajectoire est tre`s grande. Nous proposons dans la
section suivante un algorithme d’approximation en fonction de l’erreur maximale de´sire´e.
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FIGURE 4.4 – Erreur en vitesse de la loi de mouvement (gauche) et Erreur en position de la trajectoire
(droite) du segment de droite approxime´
FIGURE 4.5 – Approximation d’un cercle par sept sous trajectoires 3-segments
FIGURE 4.6 – Erreur en vitesse de la loi de mouvement (gauche) et Erreur en position de la trajectoire
(droite) du cercle approxime´
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4.6 Approximation de trajectoire en fonction d’une erreur maximale impose´e
La seconde me´thode propose´e permet d’approximer une trajectoire en contraignant l’erreur maxi-
male de trajectoire εerrPosMax. La division en sous trajectoires de la trajectoire initiale TRin est effectue´e
par dichotomie. TRin est initialement divise´e en deux sous trajectoires. La me´thode 3-segments est ensuite
applique´e a` chaque sous trajectoire (alg. 8). Si une sous trajectoire ne satisfait pas la contrainte d’erreur,
elle est alors re-divise´e. L’algorithme s’arreˆte lorsque les erreurs des sous trajectoires sont infe´rieures a`
εerrPosMaxDes ou` que la longueur temporelle des sous trajectoires est e´gale a` trois e´chantillons (ΔTs).
Remarque : Lors de la division par dichotomie, la trajectoire n’est pas exactement divise´e en deux
sous trajectoires de dure´e e´gale. Ces dure´es sont ajuste´es a` des dure´es multiples de trois e´chantillons.
Algorithme 8 : Me´thode par division automatique de la trajectoire en fonction de l’erreur
εerrPosMaxDes
Donne´es d’entre´es : TRin discre´tise´e a` ΔTs
de´but
si nombreEchantillons(TRin) modulo 3 != 0 alors
Ajout d’e´chantillons a` la fin de la trajectoire TRin
fin




pour Chaque e´le´ment subTRi dans la liste des sous trajectoires listSubTRin faire
De´termination des conditions initiales IC et finales FC et de la dure´e de chaque
sous-trajectoire
Application de la me´thode ’3-segments’
Calcul de l’erreur εerrPosMax de la sous trajectoire
si εerrPosMax < εerrPosMaxDes alors










jusqu’a` listeSubTRin.vide() = vraie;
fin
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4.6.1 Application au cas du segment de droite
Nous reprenons l’exemple de la Section 4.5.1 ainsi que les parame`tres de la loi de mouvement im-
pose´e. La trajectoire est e´chantillonne´e a` 1 ms et l’erreur maximale admissible est fixe´e a` 10−6 m. Pour
satisfaire ces contraintes, le segment de droite a e´te´ divise´ en 16 intervalles (figure 4.7). On constate que
la dure´e des intervalles est faible au de´but et a` la fin de la trajectoire pour respecter l’erreur impose´e. Ces
intervalles correspondent a` la zone ou` les variations de vitesse et d’acce´le´ration sont les plus importantes.
Les erreurs en vitesse de la loi de mouvement et en position de la trajectoire sont trace´es sur la
figure 4.8, elle est de 1.9∗10−5 m/s soit 0.095 %. L’erreur maximale de position sur la trajectoire est de
0.59∗10−6 m et l’erreur de Hausdorff est 0.98∗10−6 m.
FIGURE 4.7 – Approximation d’un segement de droite en fonction de l’erreur maximale de trajectoire
impose´e
FIGURE 4.8 – Erreur en vitesse de la loi de mouvement (gauche) et Erreur en position de la trajectoire
(droite) de la droite approxime´e par la me´thode de division automatique
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4.6.2 Application au cas du cercle
Le cercle et la loi de mouvement ont les meˆmes parame`tres que ceux de la section 4.5.2. La trajectoire
est e´chantillonne´e a` 0.1 ms et l’erreur maximale admissible est fixe´e a` 10−6 m.
Le cercle a e´te´ divise´ en 24 intervalles (figure 4.9). Comme dans le cas pre´ce´dent, la dure´e des
intervalles est faible au de´but et a` la fin de la trajectoire. La faible erreur impose´e permet de faire ap-
paraıˆtre les oscillations autour du cercle sur la partie ou` la vitesse de la loi de mouvement est constante.
Ces oscillations n’apparaissaient pas dans la division a priori car les erreurs de de´but et de fin e´taient
pre´ponde´rantes.
Les erreurs en vitesse de la loi de mouvement et en position de la trajectoire sont trace´es dans la
figure 4.10. L’erreur maximale de position sur la trajectoire est 0.752 ∗ 10−6 mm et celle en vitesse de
1.26∗10−5 m/s. L’erreur de Hausdorff est de 0.98∗10−6 m.
FIGURE 4.9 – Approximation d’un cercle en fonction de l’erreur maximale de trajectoire impose´e
FIGURE 4.10 – Erreur en vitesse de la loi de mouvement (gauche) et Erreur en position de la trajectoire
(droite) du cercle approxime´e par la me´thode de division automatique
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4.7 Cas des trajectoires non C2
Dans cette section, nous appliquons la me´thode d’approximation a priori a` une trajectoire qui n’est
pas continue en acce´le´ration. Pour cela, nous reprenons le cas pre´sente´ dans la Section 9.6.4 de l’ouvrage
de Biagiotti [Biagiotti 08]. La courbe initiale d’origine P0 = [0 0 0]T est compose´e de droites est d’arcs
de cercle 4.12 :
– droite de P0 a` P1 = [1 0 0]T ;
– arc de cercle de rayon 1.0 m de P1 a` P2 = [2 1 0]T ;
– arc de cercle de rayon 1.0 m de P2 a` P3 = [2 1 2]T ;
– droite de P3 a` P4 = [2 0 2]T ;
La loi de mouvement est un mouvement a` sept segments (figure 4.14) avec les parame`tres :
Vmax = 2m/s Amax = 40m/s2 Jmax = 200m/s3
FIGURE 4.11 – Loi de mouvement impose´e
4.7.1 Approximation par un nombre donne´ d’intervalles
Dans [Biagiotti 08], cette trajectoire est approxime´e par une B-spline (Basic-spline) de degre´ trois.
Deux solutions d’approximations sont pre´sente´es. La premie`re est calcule´e avec une B-spline de´finie par
10 points de controˆle et la seconde avec 42 points. Dans les deux cas la distance de Hausdorff donne´e
dans l’ouvrage est compare´e a` notre approche (tableau 4.1).
Nous appliquons l’algorithme d’approximation par division a priori avec d’abord 10 puis 41 sous
trajectoires. Seul le cas avec 42 points est repre´sente´ sur les figures ci-apre`s. Les erreurs en vitesse de la
loi de mouvement et en position de la trajectoire sont trace´es sur la figure 4.13.
La figure 4.14 repre´sente la loi de mouvement (valeur absolue) de la trajectoire approxime´e obtenue.
On remarque l’effet de l’acce´le´ration centripe`te due au cercle entre les instants t=0.6s et t=3s. L’erreur
de trajectoire la plus grande se situe a` l’instant t=1.4s ou` la plus grande discontinuite´ en acce´le´ration
apparait.




FIGURE 4.12 – Approximation d’une trajectoire compose´e de segments de droite et d’arcs de cercle
FIGURE 4.13 – Erreur en vitesse de la loi de mouvement (haut) et Erreur en position de la trajectoire
(bas) de la droite approxime´e par la me´thode de division a priori avec 42 points
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FIGURE 4.14 – Loi de mouvement de la trajectoire approxime´e
TABLE 4.1 – Comparaison entre l’approximation par la me´thode 3-segment et par B-spline cubique
Nb points Type d’erreur Me´thode 3-segment Me´thode B-spline cubique
10 points
Hausdorff (mm) 1.5 19.4
Vitesse de la loi de mouvement (mm/s) 333 -
Position sur la trajectoire (mm) 27.2 -
42 points
Hausdorff (mm) 0.7 3.2
Vitesse de la loi de mouvement (mm/s) 19.2 -
Position sur la trajectoire (mm) 0.7 -
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4.7.2 Approximation par la me´thode limitant l’erreur
Nous avons applique´ l’algorithme par division automatique (alg. 8) en fixant une erreur maximale
εerrPosMaxDes = 1mm. Seulement 18 triplets sont ne´cessaires pour satisfaire cette erreur. L’erreur maximale
de trajectoire obtenue e´tant de 0.87 mm et l’erreur de Hausdorff de 0.71 mm. La vitesse maximale de
la loi de mouvement approxime´e est de 2.016 m/s soit 1% d’erreur, l’acce´le´ration maximale 17.90 m/s2
et le jerk maximal 315 m/s3. Ce de´passement de jerk (> 200m/s3) apparait aux phases de de´marrage et
d’arreˆt de la trajectoire. Le temps de calcul de cette approximation est de 0.13s (machine utilise´e : Intel
Core i5 2.67 GHz).
4.8 Conclusion
Nous avons pre´sente´ une me´thode d’approximation de trajectoires multidimensionnelles par des tra-
jectoires capables de limiter un parame`tre d’erreur donne´. Elle est base´e sur un calcul simple de mouve-
ment en temps impose´ compose´ d’un triplet de segments de cubiques (me´thode que nous avons nomme´
3-segments). L’erreur la plus pertinente pour nos proble`mes est l’erreur de trajectoire (erreur de posi-
tion a` un instant donne´ entre les trajectoires). Nous avons montre´ que cette me´thode permet de lisser
les discontinuite´s d’acce´le´ration pour les trajectoires compose´es de segments de droites et de cercles. La
comparaison avec la me´thode d’approximation par des B-splines montre la validite´ de l’approche. La tra-
jectoire approxime´e est compose´e de suites de segments de courbes cubiques comme pour le ge´ne´rateur
de trajectoire pre´sente´ dans le chapitre pre´ce´dent ; ce qui permet d’utiliser le meˆme controˆleur de trajec-
toire pour les exe´cuter.
5
Planification et exe´cution de mouvement pour
l’interaction Homme-robot
D
ans le chapitre 2, nous avons vu que la pre´sence de l’Homme dans l’espace de travail du robot
introduit des contraintes, non seulement au niveau de la planification du chemin, mais aussi au
niveau de la ge´ne´ration et de l’exe´cution de la trajectoire.
Nous nous appuyons sur les travaux de Akin Sisbot [Sisbot 07] et de Jim Mainprice [Mainprice 11]
pour de´finir des chemins qui servent de point de de´part aux calculs des trajectoires. La planification du
chemin ne fait pas partie des travaux mene´s dans le cadre de cette the`se. De meˆme, nous ne traitons pas
les mouvements non holonomes des plateformes mobiles.
Dans ce chapitre nous pre´sentons d’abord le planificateur de chemin utilise´ pour calculer le chemin
d’entre´e de notre ge´ne´rateur de trajectoire. Dans une deuxie`me partie nous de´taillons notre approche de
ge´ne´ration de trajectoire a` partir du chemin pre´ce´demment obtenu. Dans ces deux premie`res parties, la
planification est effectue´e dans l’espace des configurations du robot.
La troisie`me section pre´sente la planification dans l’espace carte´sien. Nous y proposons notamment
une me´thode originale pour approximer une trajectoire de´finie dans l’espace carte´sien par une trajectoire
de´finie dans l’espace articulaire.
Nous introduisons enfin une me´thode de controˆle de trajectoire permettant de prendre en compte des
contraintes de l’interaction Homme-robot pendant l’exe´cution de la trajectoire.
Une partie des travaux pre´sente´s dans ce chapitre a e´te´ publie´ dans la revue Journal of Social Robo-
tics, Volume 2, Number 3, 2010.
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5.1 Planification du chemin
La premie`re e´tape de la planification du mouvement est le calcul du chemin P . Dans notre cas,
nous utilisons le planificateur propose´ initialement par Sisbot [Sisbot 07]. Ce planificateur de mouve-
ment prend explicitement en compte les contraintes d’interaction Homme-robot (HRI) pour synthe´tiser
des mouvements de navigation (mouvement de la plateforme) et de manipulation (plateforme du robot
fixe). Les contraintes HRI sont par exemple la distance Homme-robot ou encore le champ de vue de
l’Homme. Ce planificateur est base´ sur des e´tudes de cas d’interaction Homme-robot [Koay 07], ainsi
que sur les the´ories existantes sur le partage de l’espace inter-humains [Hall 63]. Les contraintes d’inter-
action Homme-robot sont repre´sente´es par des fonctions de couˆt base´es respectivement sur la posture de
l’Homme, son champ de vision et son accessibilite´. Ces diffe´rents couˆts sont repre´sente´s par des cartes
de couˆts de´finies dans l’espace de travail du robot. Pour re´soudre une taˆche de manipulation comme don-
ner un objet a` l’Homme, le chemin de l’objet est d’abord planifie´ en utilisant des techniques de grilles
de´finies dans l’espace de travail. Le chemin du robot est ensuite planifie´ a` partir de la cine´matique inverse
du robot. Cependant, le chemin de l’objet e´tant fixe´ par la premie`re e´tape de la me´thode, ce planificateur
n’est pas performant dans des espaces encombre´s. Nous utilisons l’extension propose´e par Mainprice
[Mainprice 11]. Cette extension consiste a` e´tendre les capacite´s du planificateur par l’utilisation d’algo-
rithmes de planification a` base d’e´chantillonnage ale´atoire (Section 2.2.3) pour calculer des mouvements
prenant en compte l’Homme dans des environnements encombre´s.
Ainsi, lorsque le robot partage un espace avec l’Homme, le planificateur de chemin prend en compte
les contraintes HRI en utilisant la me´thode probabiliste T-RRT [Jaillet 08]. Lorsque la taˆche a` re´aliser ne
ne´cessite pas de prendre en compte l’Homme, la me´thode probabiliste RRT [Kuffner 00] est utilise´e.
5.1.1 Prise en compte des contraintes ge´ome´triques
Les contraintes pour l’interaction Homme-robot propose´es dans [Sisbot 07] sont mode´lise´es par des
fonctions de couˆts. Ces couˆts sont importants lorsque la configuration du robot n’est pas confortable pour
l’Homme ou qu’elle est dangereuse. Nous retenons trois contraintes :
– Contrainte de se´curite´ (figure 5.1(a)) : cette contrainte permet d’assurer la se´curite´ de l’interac-
tion en controˆlant la distance entre le robot et l’humain. L’Homme est mode´lise´ par un volume
approximatif de´limitant le corps (sans tenir compte de la ge´ome´trie du bras). Cette contrainte de
se´curite´ maintient le robot loin de la teˆte et du corps, pour limiter tout risque de collision entre
l’humain et le robot. La distance prise en compte est la distance minimale entre le robot (l’en-
semble des parties du robot sont prises en compte) et le mode`le simplifie´ de l’Homme (cylindre +
sphe`re). Lorsque cette distance est faible, le couˆt est e´leve´ ; et inversement lorsque cette distance
augmente le couˆt diminuera jusqu’a` un seuil minimal au dela` duquel il devient nul ;
– Contrainte de visibilite´ (figure 5.1(b)) : cette contrainte a pour but de limiter l’effet de surprise
que peut ressentir l’Homme pendant que le robot bouge dans l’espace de travail. Un Homme se
sent moins surpris si le robot reste visible et l’interaction est plus suˆre et plus confortable. Ainsi,
chaque point de l’espace de travail a un couˆt proportionnel a` l’angle entre le regard de l’Homme
et sa position dans l’espace carte´sien ;
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– Contrainte de ”confort du bras” : cette troisie`me contrainte est prise en compte pour des taˆches
d’e´change d’objet entre le robot et l’Homme. Elle permet de de´terminer un point de transfert de
l’objet dans l’espace de travail. Cette contrainte est e´galement prise en compte lors de la planifi-
cation de chemin de la taˆche d’e´change pour faciliter l’e´change de l’objet a` tout moment pendant
le de´placement. Pour cela, le robot doit raisonner sur les capacite´s d’accessibilite´ de l’Homme
et sa cine´matique. Le volume suppose´ atteignable de l’Homme peut eˆtre pre´-calcule´ en utili-
sant la cine´matique inverse ge´ne´ralise´e. Pour chaque point a` l’inte´rieur du volume atteignable
de l’Homme, la configuration du torse de´termine´e reste aussi pre`s que possible d’une posture de
repos donne´e. La de´tection de collision avec l’environnement est ensuite utilise´e pour valider ces
postures. A chaque posture valide est attribue´ un couˆt de confort graˆce au mode`le de pre´diction de
posture humaine introduit dans [Marler 05].
(a) Mode`le simplifie´ de l’Homme pour le couˆt
de se´curite´
(b) Mode`le de visibilite´ de l’Homme
FIGURE 5.1 – Mode`les des couˆts de se´curite´ et de visibilite´
Chaque contrainte est repre´sente´e par une carte de couˆt tridimensionnelle, ces cartes de couˆt e´le´mentaires






ou` les wi sont les poids, h la posture de l’Homme, q la configuration du robot et ci, les couˆts.
Dans l’imple´mentation actuelle, les poids sont de´finis empiriquement et les fonctions de couˆt sont
e´value´es ”a` la vole´e” lors de la planification.
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5.1.2 Planification du chemin
En fonction de la pre´sence ou non de l’Homme dans la sce`ne, la planification du chemin est re´alise´e
par les me´thodes T-RRT, si pre´sence de l’Homme, ou RRT sinon (Section 2.2.3).
Dans les deux cas, le chemin P(s) (s ∈ R+) re´sultant est compose´ d’un ensemble de configurations
du robot (noeuds) relie´es par des lignes droites (arreˆtes). Prenons l’exemple d’un syste`me a` deux dimen-
sions re´solu par la me´thode RRT. Les figures 5.2(a) et 5.2(b) repre´sentent respectivement les positions
initiales et finales du palet jaune. Le chemin obtenu est repre´sente´ sur la figure 5.2(c) (lignes vertes reliant
les sphe`res). Les sphe`res repre´sentent les configurations interme´diaires du chemin.
(a) Configuration initiale (b) Configuration finale (c) Chemin obtenu
FIGURE 5.2 – Exemple de planification de chemin dans un espace a` 2 dimensions
5.2 Du chemin a` la trajectoire
Nous proposons de ge´ne´rer une trajectoire a` partir d’un chemin en utilisant les me´thodes pre´sente´es
dans les deux chapitres pre´ce´dents (Chapitres 3 et 4). La ge´ne´ration de la trajectoire est re´alise´e en deux





































FIGURE 5.3 – Du chemin P a` la trajectoire lisse´e TR
La premie`re e´tape consiste a` calculer une trajectoire passant par l’ensemble des configurations du
chemin P . Cette trajectoire, que nous nommons TRptp est compose´e de mouvements point a` point
(Section 3.5.1) et comporte donc des mouvements d’arreˆt a` chaque configuration de´finissant un sommet.
La deuxie`me e´tape consiste a` lisser ces mouvements d’arreˆt afin d’obtenir une trajectoire TR plus
courte en temps. Le lissage utilise le meˆme mode`le 3D que celui de l’e´tape de la recherche du chemin.
Les collisions sont ainsi teste´es lors du calcul du mouvement de transition en chaque noeud. Si une
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collision apparait lors du lissage du mouvement d’arreˆt pour un noeud qi, alors le mouvement ne sera pas
lisse´ pour ce noeud et l’arreˆt sera conserve´.
Nous de´taillons dans la suite une me´thode de lissage des mouvements d’arreˆt base´e sur le calcul du
mouvement en temps impose´e par la me´thode 3-segments (Section 4.2).
5.3 Lissage des mouvements d’arreˆt
5.3.1 Me´thodes de Lloyd et al. et de Macfarlane
Dans [Lloyd 93], Lloyd et Hayward pre´sentent une me´thode pour calculer un mouvement de transi-
tion a` un instant ts (figure 5.4) entre deux polynoˆmes x1(t) et x2(t) line´arise´s aux extre´mite´s du mouve-
ment de transition.
FIGURE 5.4 – Mouvement de transition mono-dimensionnel [Lloyd 93]
La dure´e du mouvement de transition 2∗ τ est estime´e pour obtenir une acce´le´ration moyenne ar sur
le mouvement de transition tel que :
2τ ≈ ‖ x˙2(ts+ τ)− x˙1(ts− τ) ‖
ar
(5.2)
Le mouvement de transition est parame´tre´ a` l’aide d’une variable adimenssionne´e :
∀s ∈ [0,1] s = t− ts+ τ
2τ
(5.3)
Dans une premie`re solution, Lloyd propose d’utiliser un polynoˆme de degre´ 5 pour assurer la continuite´
en acce´le´ration et vitesse sur l’intervalle de temps t ∈ [ts− τ, ts+ τ]. Cependant pour permettre l’adapta-
tion du mouvement de transition, il propose d’utiliser un polynoˆme x(s) de´fini par la moyenne convexe
des polynoˆmes x1(s) et x2(s) line´arise´s respectivement en t = ts− τ et t = ts+ τ :
x(s) = x1(s)+α(s)(x2(s)− x1(s))− kβ (s)vd (5.4)
avec :
– α(s) = 6s5 − 15s4 + 10s3, un polynoˆme de degre´ 5 avec des de´rive´es premie`re et seconde nulles
pour s = 0 et s = 1 et α(0) = 0, α(1) = 1 ;
– vd = x˙2(ts+ τ)− x˙1(ts− τ) ;
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– β (s) = s6 − 3s5 + 3s4 − s3 un polynoˆme de degre´ 6 (de meˆmes conditions aux limites que α(s))
permettant de re´duire la variation d’acce´le´ration du mouvement de transition ;
– k un parame`tre pour modifier le chemin.
La figure 5.5 illustre le re´sultat pour diffe´rente valeur du parame`tre k.
FIGURE 5.5 – Mouvement de transition de deux segments de droite avec k=0 (haut), k=6 (milieu) et
k=15/2 (bas) [Lloyd 93]
Ainsi, Lloyd propose une me´thode permettant d’obtenir un mouvement de transition assurant la
continuite´ de l’acce´le´ration et de la vitesse a` ses extre´mite´s. Avec cette me´thode l’acce´le´ration moyenne
et sa variation sont limite´es. Cependant, l’acce´le´ration maximale et le jerk maximal ne peuvent pas eˆtre
impose´s. Remarquons que cette me´thode s’applique a` des trajectoires quelconques multidimensionnelles.
Macfarlane [Macfarlane 03] propose une restriction de cette me´thode pour le cas particulier ou` les
chemins x1 et x2 sont des segments de droite. Les vitesses aux limites du mouvement de transition doivent
eˆtre identiques (note´e sblend) et les acce´le´rations nulles. Les instants de de´but et de fin du mouvement de
transition sont calcule´s a` partir d’un parame`tre tightness donne´ qui repre´sente la distance maximale entre
les extre´mite´s p1a et p1b du mouvement de transition et le point d’intersection des deux segments de
droite p1 (figure 5.6). Le parame`tre τ de´finissant les instants des points p1a et p1b est de´termine´ en





A partir de l’acce´le´ration maximale amax et du jerk maximal jmax de´sire´s, du parame`tre tightness et














sblendMax = min(sblendMaxAcc,sblendMaxJerk) (5.8)
Cette me´thode est uniquement applique´e aux translations de l’espace carte´sien.Outre la ne´cessite´ d’impo-
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FIGURE 5.6 – Mouvement de transition de deux segments de droite en fonction d’un parame`tre de dis-
tance tightness [Macfarlane 03]
ser des acce´le´rations nulles et des vitesses e´gales aux extre´mite´s du mouvement de transition, la me´thode
propose´e par Macfarlane ne´cessite de connaitre le mouvement x2 pour pouvoir planifier le mouvement
x1.
5.3.2 Me´thode de lissage propose´e
Nous proposons une me´thode base´e sur l’algorithme de ge´ne´ration de trajectoire en temps minimal
(alg. 2) et sur la me´thode 3-segments de calcul en temps impose´ pour le lissage des arreˆts (Section 4.2).
La trajectoire TRptp (figure 5.3) entre les deux premiers noeuds qinit et q1 est un mouvement point a`
point en ligne droite de dure´e T(qinit q1). De meˆme le mouvement entre q1 et q2 est un mouvement point a`
point de dure´e T(q1q2). Le mouvement d’arreˆt est lisse´ entre les points M1,2 et M2,1.
Notation : Nous notons les points qui limitent le lissage Mi, j, l’indice i correspond a` l’index du
mouvement point a` point (le premier de la trajectoire a un index de 1). L’indice j ∈ {1,2} vaut 1 si ce
point est l’extre´mite´ finale du mouvement de transition avec le mouvement point a` point pre´ce´dent et
inversement pour j = 2.
Choix des points Mi, j
Conside´rons le mouvement de transition au voisinage du point q1 situe´ a` l’instant tq1 :
tq1 = tI +T(qinit q1) (5.9)
Pour simplifier, nous avons pose´ tI = 0 pour l’origine temporelle de la trajectoire.
Les positions temporelles tM1,2 et tM2,1 des points M1,2 et M2,1 sont de´termine´es a` partir d’un parame`tre
de temps donne´ τ tel que :









Ainsi, lorsque τ est nul, le mouvement s’arreˆte au point q1. Lorsque τ est satisfait l’e´quation 5.12,
le mouvement de transition relie les milieux des segments de droite (qinit ,q1) et (q1,q2) car le profil de










En pratique, sauf pre´cision contraire, nous choisissons par de´faut les points Mi, j tel que le mouvement
de transition commence a` la fin du segment a` vitesse constante du premier mouvement point a` point
(P1,P2) ; le mouvement de transition se termine au de´but du segment a` vitesse constante du deuxie`me
mouvement point a` point (P2,P3).
Remarque : Pour une meˆme valeur du parame`tre τ , la distance euclidienne entre les points Mi, j et le
point qi correspondant varie en fonction des parame`tres cine´matiques des mouvements point a` point.
Calcul du mouvement de transition
Conside´rons une trajectoire de dimension n. Les instants tMi−1,2 et tMi,1 de de´but et de fin du mouve-
ment de transition a` la configuration qi sont identiques pour l’ensemble des n dimensions. La me´thode
de calcul est de´crite par l’algorithme 9. La premie`re e´tape consiste a` calculer les mouvements en temps
optimaux pour chaque axe pour de´terminer la dure´e Timp du mouvement de transition. La me´thode 3-
segments de calcul de mouvement en temps impose´ est ensuite applique´e pour chaque axe.
Algorithme 9 : Calcul d’un mouvement de transition au voisinage du noeud qi
de´but
De´termination des points de commutation Mi−1,2 et Mi,1 (eq. 5.11 et 5.10)
pour Pour chaque dimensions ni faire
Calcul du mouvement mono-dimensionnel en temps minimal (alg. 2)
Calcul de la dure´e du mouvement mono-dimensionnel en temps minimal Topt [i]
fin
De´termination de la dure´e du mouvement de transition Timp = max(∀ i ∈ [1,n] | Topt [i])
pour Pour chaque dimensions ni faire




La figure 5.7 illustre une application de la me´thode pour le cas d’un mouvement de´fini par trois
points P1, P2, P3 et par les contraintes cine´matiquesVmax = 0.1m/s, Amax = 0.3m/s et Jmax = 0.9m/s. Les
mouvements de transitions sont calcule´s pour plusieurs valeurs du parame`tre τ .
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FIGURE 5.7 – Mouvement de transition pour un angle entre les droites d’environ 127° (haut), E´volutions
de la position, de la vitesse et de l’acce´le´ration en fonction du temps pour un mouvement point a` point
(τ = 0) (bas-gauche) et τ = 1s (bas-droite)
La me´thode que nous proposons assure la continuite´ en vitesse et acce´le´ration pour chaque di-
mension. Les vitesses initiales et finales des mouvements de transition peuvent eˆtre diffe´rentes et les
acce´le´rations non nulles. La dure´e des mouvements de transition est calcule´e en prenant en compte les
contraintes cine´matiques de chaque dimension en utilisant l’algorithme 2. Cette me´thode garantie donc
que les e´volutions de la vitesse, de l’acce´le´ration et du jerk sont limite´s. Cependant, dans certains cas, les
contraintes peuvent ne pas eˆtre respecte´es par l’approximation 3-segments. En pratique, nous introdui-
sons un pourcentage (10%) de de´passement pour chaque contrainte. Si pour un mouvement de transition
le de´passement des contraintes cine´matiques est trop important, ce mouvement n’est pas lisse´ pour res-
pecter la contrainte de confort de l’Homme.
5.4 Application aux robots manipulateurs
Afin de mieux expliquer la me´thode, nous l’appliquons ici a` un exemple de taˆche de saisie d’objet, la
cassette grise de la figure 5.8. Le chemin du centre de l’organe effecteur du robot (la main) est de´crit par
les segments de droites verts sur la figure 5.9. Sur ce chemin, les sphe`res repre´sentent les configurations
initiale, finale et interme´diaires. Le chemin de la trajectoire point a` point TRptp est identique au chemin
planifie´. Cette trajectoire s’arreˆte a` chaque noeud interme´diaire. La trajectoire lisse´e TR est repre´sente´e
par la courbe noire. Nous remarquons que la trajectoire s’arreˆte au premier noeud car un lissage a` ce
voisinage aurait induit une collision 1 entre la main du robot et l’environnement. La planification du
chemin et de la trajectoire a` e´te´ re´alise´e dans l’espace carte´sien du robot en conside´rant la plateforme
1. Remarque : une autre solution serait de calculer un chemin qui passe plus loin de l’obstacle mais ce n’est pas l’objet de
nos travaux.
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fixe. La section suivante pre´sente la me´thode permettant de prendre en compte la redondance du robot.
FIGURE 5.8 – Configuration initiale et configuration de prise du robot Jido
FIGURE 5.9 – Trajectoires TRptp et TR dans l’espace carte´sien pour saisir la cassette
5.5 Planification dans l’espace carte´sien
5.5.1 Ge´ne´ration de la trajectoire TR lisse´e dans l’espace carte´sien
Dans la section 2.2.2, nous avons vu que pour repre´senter la posture du robot dans l’espace carte´sien,
il est ne´cessaire d’utiliser un vecteur XI comprenant :
– la situation de la base du robot ;
– la/les situation(s) du/des organe(s) effecteur(s) ;
– la configuration des axes redondants des bras s’ils posse`dent plus de six degre´s de liberte´ ;
– la/les configuration(s) de la/des main(s) ;
– la configuration de la teˆte.
Dans la suite, nous conside´rons que la plateforme est fixe. Pour un syste`me e´voluant dans l’espace,
six parame`tres inde´pendants permettent de de´finir la situation de l’organe effecteur. Pour la planifica-
tion, le syste`me est de´compose´ en parties passives et actives correspondant respectivement aux variables
de´pendantes et inde´pendantes [Corte´s 04, Han 01]. Ainsi un robot manipulateur a` six degre´s de liberte´,
est de´compose´ de la fac¸on suivante : les variables inde´pendantes (actives) sont les six degre´s de liberte´
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(position et orientation) de l’organe effecteur et les variables articulaires sont les variables de´pendantes
(passives).
Dans le cas du robot Jido, le bras manipulateur est constitue´ de sept degre´s de liberte´ et est donc
redondant. En plus de la situation de l’organe effecteur, une articulation du bras est choisie comme
redondante et devient une variable active. Remarque : Si le mouvement d’une plateforme holonome e´tait
conside´re´e, les degre´s de liberte´ de celle-ci seraient des variables actives.
Lors de la planification du chemin dans l’espace carte´sien, seules les variables actives sont e´chan-
tillonne´es en utilisant, suivant les cas, l’algorithme RRT ou T-RRT. Les variables passives sont calcule´es
dans un deuxie`me temps en re´solvant la cine´matique inverse du bras avant de tester la validite´ de la
configuration e´chantillonne´e du robot (bute´es et collision) (Section 2.2.3). Lors du test de la validite´
d’une arreˆte entre deux configurations, la fonction de cine´matique inverse est e´galement appele´e.
Pour effectuer l’interpolation entre deux configurations, nous repre´sentons la situation de l’organe
effecteur par un de´placement : 3 parame`tres pour la position et 3 parame`tres pour l’orientation (repre´sen-
tation vecteur-angle avec la norme du vecteur e´gal a` l’angle) (Section 2.2.1.2). Nous avons imple´mente´
une me´thode locale d’interpolation entre deux configurations. Cette me´thode locale prend en parame`tre
deux configurations (avec leurs conditions cine´matiques) et les contraintes cine´matiques impose´es (Jmax,
Amax et Vmax) de chaque axe actif. Apre`s application de la me´thode locale entre chaque configuration
interme´diaire, la trajectoire TRptp obtenue est compose´e de mouvements point a` point de dimension n
(n, nombre d’axes actifs) soit, pour Jido, n = 22 dimensions (6 pour l’organe effecteur, 1 pour l’axe
redondant du bras manipulateur, 13 pour la main et 2 pour la teˆte).
La trajectoire TR lisse´e dans l’espace carte´sien est ensuite obtenue par la me´thode de´crite dans le
paragraphe pre´ce´dent applique´e sur les axes actifs (Section 5.3).
5.5.2 Conversion de la trajectoire dans l’espace articulaire du robot
Dans le cas du robot Jido e´quipe´ d’un bras Kuka, il n’est pas possible d’utiliser le controˆleur carte´sien
de Kuka car il ne permet pas de spe´cifier l’e´volution de l’articulation inde´pendante. Pour pouvoir exe´cuter
ce mouvement, les trajectoires des axes passifs sont obtenues en discre´tisant la trajectoire TR de´finie dans
l’espace carte´sien et en effectuant la cine´matique inverse pour chaque e´chantillon. La trajectoire TR est
discre´tise´e a` la pe´riode de fonctionnement du controˆleur du robot. Cette ope´ration permet d’obtenir la
position, et par de´rivation, la vitesse et l’acce´le´ration de l’ensemble des degre´s de liberte´ du robot.
Cependant, cette discre´tisation supprime, d’une part, la notion temporelle et ne´cessite d’autre part
une grande quantite´ de donne´es pour repre´senter la trajectoire.
Nous utilisons la me´thode d’approximation de trajectoire pre´sente´e dans le chapitre 4 pour approxi-
mer cette trajectoire discre´tise´e et ainsi obtenir une description compacte de la trajectoire. A la diffe´rence
de l’approximation dans l’espace carte´sien, l’erreur de trajectoire prise en compte par l’algorithme d’ap-
proximation est la valeur maximale des erreurs de trajectoire de chaque degre´ de liberte´.
La trajectoire approxime´e TRapp obtenue est une fonction du temps compose´e de suite de segments
de courbes cubiques pour chaque variable articulaire du robot. Chaque suite est compose´e du meˆme
nombre de segments synchronise´s en temps.
Cependant, les mouvements des axes passifs n’e´tant pas planifie´s, ils peuvent de´passer les limites
cine´matiques du robot. Dans ce cas, la trajectoire ne peut pas eˆtre exe´cute´e directement. Pour adapter
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la trajectoire, si la taˆche le permet, nous remplac¸ons le parame`tre de temps t de la trajectoire par une
application α ,R−→R. La fonction α va permettre de modifier l’incre´ment de temps pendant l’exe´cution
de la trajectoire et donc permettre de ralentir (ou d’acce´le´rer) l’exe´cution.
La pe´riode du controˆleur de trajectoire est note´e ΔT . Dans le cas d’une exe´cution classique, l’appli-
cation α est de´finie par :
α(t) = t (5.13)
soit, en notation discre`te :
α(kΔT ) = α((k−1)ΔT )+ΔT (5.14)
La trajectoire exe´cute´e est TRapp(alpha(t)).
L’introduction de l’application α permet ainsi de modifier la loi de mouvement de la trajectoire
TRapp et donc permet d’adapter l’e´volution de chaque articulation du robot de manie`re synchronise´e.
Pour de´terminer l’application α dans le cas ou l’on de´sire adapter la loi de mouvement, nous de´terminons
d’abord pour chaque instant de la trajectoire TRapp le de´passement β des vitesses de chaque axe par
rapport aux vitesses maximales correspondantes (les valeurs maximales utilise´es ici sont par de´faut les
limites accepte´es par le syste`me). On obtient ainsi :
∀kΔT ∈ [tI, tF ],
β (kΔT ) =
{
1 si ∀ j ∈ [1,n], jV (kΔT )≤ j Vmotmax
min
(





avec n le nombre de degre´s de liberte´ controˆle´s, jV (t), l’e´volution de la vitesse de l’articulation j et
jVmotmax , la vitesse maximale de l’articulation j.
Nous obtenons ainsi :
α(kΔT ) = α((k−1)ΔT )+β (kΔT )ΔT (5.16)
avec α(0) = 0.
Cependant, la trajectoire TRapp(α(t)) ne peut pas eˆtre exe´cute´e directement car elle introduirait des
discontinuite´s en vitesse du fait de la discontinuite´ de β . Pour lisser l’e´volution de β , nous appliquons
une variante de la me´thode de´crite dans la section 3.3.5.2 qui permet d’anticiper la variation de β . La
fonction β lisse´e est note´e βsmooth. Le lissage est effectue´ en trois e´tapes par l’algorithme 10.
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Algorithme 10 : Lissage de la loi de variation de la loi de mouvement
de´but
Application de la me´thode 3.3.5.2 sur l’e´volution de β en faisant varier le temps de tI a` tF
avec un pas ΔT , la courbe obtenue est nomme´e β f orward :
β f orward(kΔT ) =
{
β (kΔT ) si β (kΔT )< β ((k−1)ΔT )
fsmooth(β ) sinon
(5.17)
Application de la me´thode 3.3.5.2 sur l’e´volution de β en faisant varier le temps de tF a` tI
avec un pas −ΔT , la courbe obtenue est nomme´e βbackward :
βbackward(kΔT ) =
{
β (kΔT ) si β (kΔT )> β ((k+1)ΔT )
fsmooth(β ) sinon
(5.18)
βsmooth est enfin obtenu en prenant le minimum entre β f orward et βbackward :
βsmooth(kΔT ) = min(β f orward(kΔT ),βbackward(kΔT )) (5.19)
fin
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La me´thode pre´sente´e ci-dessus permet de modifier la vitesse de chaque articulation du robot pour
satisfaire les limites en vitesse. Nous avons suppose´ que la trajectoire re´sultante respecte les contraintes
d’acce´le´ration. Dans le cas contraire, il est possible de de´terminer une fonction β acc e´quivalent a` β pour
prendre en compte les de´passements d’acce´le´ration pendant l’exe´cution. En pratique, pour l’interaction
Homme-robot, les contraintes cine´matiques de la trajectoire e´tant petites par rapport aux capacite´s du
syste`me, il n’est pas utile de ve´rifier les de´passements d’acce´le´ration.
Dans cette section nous avons pre´sente´, une me´thode permettant de calculer une trajectoire a` partir
d’un chemin qui peut eˆtre de´fini soit dans l’espace articulaire, soit dans l’espace carte´sien du robot.
5.6 Adaptation de la loi de mouvement pendant l’exe´cution
Pendant l’exe´cution de la trajectoire, l’humain situe´ dans l’espace de travail du robot peut bouger ;
le robot peut donc le mettre en danger. Nous proposons d’utiliser les mode`les ge´ome´triques du robot
et de l’Homme actualise´s a` chaque ite´ration pendant l’exe´cution pour garantir la se´curite´ et le confort
de l’humain. Nous choisissons de prendre en compte la moyenne ponde´re´e note´ cost des contraintes de
se´curite´ et de visibilite´ introduites dans la section 5.1.1. La me´thode pour modifier la loi de mouvement
est identique a` celle pre´sente´e dans la section pre´ce´dente. Les couˆts e´tant e´leve´s lorsque la distance
Homme-robot est faible ou lorsque le robot est en dehors du champ de vue de l’humain, le couˆt pris en
compte est costinv ∈ [0,1] tel que :
costinv(kΔT ) = 1− cost(kΔT ) (5.20)
Le couˆt costinv est ensuite lisse´ en-ligne par la fonction fsmooth pre´sente´e dans la section 3.3.5.2.
Dans le cas ou` la trajectoire TR(α(t)) est planifie´e dans l’espace carte´sien, la loi α(t) est e´value´e a`
chaque ite´ration :
α(kΔT ) = α((k−1)ΔT )+ fsmooth(min(costinv(kΔT ),βsmooth(kΔT )).ΔT (5.21)
La section 6.5 pre´sente une expe´rimentation relative a` cette me´thode.
5.7 Conclusion
Nous avons pre´sente´ un ge´ne´rateur de trajectoire permettant le calcul de trajectoire limitant la vitesse,
l’acce´le´ration et le jerk pour un robot redondant sans conside´rer la non holonomie. Le ge´ne´rateur, inte´gre´
au niveau du planificateur de chemin, est d’abord pre´sente´ dans le cas d’une planification dans l’espace
des configurations puis e´tendu a` la planification dans l’espace carte´sien. L’approche est ge´ne´rale et peut
eˆtre applique´e sur des syste`mes complexes a` deux bras/deux mains. Nous avons propose´ une me´thode
originale permettant de convertir une trajectoire carte´sienne en une trajectoire articulaire. Nous avons vu
que la planification dans l’espace carte´sien peut introduire un de´passement des limites cine´matiques du
robot. Pour palier le proble`me du de´passement des vitesses articulaires, nous avons propose´ une me´thode
de correction de la loi d’e´volution de la trajectoire. Enfin, nous avons pre´sente´ une approche permettant
de modifier en ligne la loi d’e´volution temporelle sur la trajectoire et montre´ son utilite´ pour la prise
compte de la pre´sence de l’humain pendant l’exe´cution du mouvement. Dans le chapitre suivant, nous




urant cette the`se, l’inte´gration des travaux et les expe´rimentations ont pris une part importante.
L’ensemble des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit sont inte´gre´s sur la plateforme e´volutive
Jido (Figure 2.4, p. 10) et en cours d’inte´gration sur la plateforme PR2. Nous qualifions Jido de
plateforme e´volutive, car cette plateforme est constamment en e´volution. Comme nous l’avons souligne´
dans le deuxie`me chapitre, au de´but de nos travaux Jido e´tait e´quipe´ d’un bras PA10-6C Mitsubishi a` six
degre´s de liberte´ muni d’une pince a` deux doigts. L’inte´gration sur cette plateforme du planificateur de
trajectoire dans l’espace carte´sien est illustre´ par la premie`re expe´rimentation pre´sente´e ci-apre`s. Nous
avons ensuite remplace´ le bras initial par un bras Kuka LBR-IV a` sept degre´s de liberte´ et de´veloppe´
les composants logiciels de planification/controˆle de trajectoire s’inte´grant a` l’architecture globale de la
plateforme. L’organe effecteur de Jido peut eˆtre une main Schunk SAHAND ou une pince a` deux doigts.
Le de´tail de la composition mate´rielle de Jido est pre´sente´ dans la section 2.1.
Dans la premie`re partie de ce chapitre, nous pre´sentons l’architecture logicielle de la plateforme
Jido actuelle et les composants que nous avons e´te´ amene´ a` de´velopper. Dans la deuxie`me partie, nous
pre´sentons diffe´rentes applications des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit.
6.1 Inte´gration de la ge´ne´ration de trajectoire sur la plateforme Jido
6.1.1 L’architecture logicielle de Jido
Dans la premie`re version de la plateforme (e´quipe´e du bras PA10), le planificateur de trajectoire e´tait
dissocie´ du planificateur de chemin. Le ge´ne´rateur de trajectoire interpolait des suites de configurations
fournies par le planificateur de chemin sans valider l’absence de collision due a` la ge´ne´ration de la tra-
jectoire. Lors du remplacement du PA10 par le bras Kuka, nous avons inte´gre´ le ge´ne´rateur de trajectoire
au niveau du planificateur de chemin pour avoir une plus grande flexibilite´. Notre pre´occupation e´tait de
91
Chapitre 6 Expe´rimentations · 92
rendre le ge´ne´rateur de trajectoire inde´pendant de l’architecture mate´rielle du robot. Le ge´ne´rateur peut
ainsi eˆtre utilise´ sur la plateforme PR2 que le LAAS vient d’acque´rir.
L’architecture logicielle de Jido est base´e sur l’architecture LAAS (Section 2.1.2) compose´e de mo-
dules GenoM [Fleury 97] accessibles par le gestionnaire de paquet RobotPkg 1 Les diffe´rents composants
de l’architecture de Jido ont e´te´ de´veloppe´ et adapte´ aux fils des e´volutions de Jido. Les figures 6.1 et
6.2 illustrent respectivement la couche fonctionnelle de l’architecture et les principaux composants de la
plateforme (pour la figure 6.2, la main est remplace´e par la pince a` mors paralle`les).
FIGURE 6.1 – Architecture logicielle de la plateforme Jido
La couche fonctionnelle est compose´e de modules de´pendants du mate´riel et de modules ge´ne´riques
utilise´s sur d’autres plateforme comme le PR2. Nous distinguons deux cate´gories de modules de´pendants
de l’architecture mate´rielle, les modules de perception et les modules de controˆle (les modules en gras et
souligne´s sont ceux que nous avons entie`rement de´veloppe´, les modules auxquels nous avons contribue´
sont en gras) :
– les modules de perception :
– module SICK : re´alise l’acquisition des donne´es du te´le´me`tre laser utilise´ pour la localisation
du robot dans l’environnement ;
– module MOCAP : re´alise l’interface avec le syste`me de capture de mouvement ;
– module NIUT : re´alise l’acquisition du capteur Kinect et fournit la position des parties du corps
de l’Homme ;
– module VIAM : re´alise l’acquisition des came´ras embarque´es ;
– module VIMAN : re´alise l’identification et la localisation spatiale des objets. Nous avons de´ve-
loppe´ ce module a` partir de la librairie ARToolKitPlus [Wagner 07]. La fonctionnalite´ de base
de cette librairie est l’identification et la localisation des marqueurs en monoculaire. Chaque
1. http ://homepages.laas.fr/mallet/robotpkg




























FIGURE 6.2 – Les principaux composants de Jido
marqueur posse`de un identifiant unique. Nous avons e´tendu cette librairie pour identifier et
localiser des objets avec un banc de ste´re´ovision. Dans l’extension, chaque objet peut contenir
plusieurs marqueurs pour eˆtre localise´ dans diffe´rentes orientations. La figure 6.3(a) illustre un
objet et ses marqueurs et la figure 6.3(b), l’identification et localisation de plusieurs objets.
(a) Exemple d’objet localise´ par le module viman (b) Localisation multiple d’objets
FIGURE 6.3 – VIMAN, module d’identification et de localisation d’objets
– les modules de controˆle :
– module JLOCO : permet de controˆler la plateforme du robot. Ce module n’est pas utilise´ dans
nos expe´rimentations ;
– module SAHAND : permet de controˆler la main anthropomorphe Schunk SAH ;
– module LWR : re´alise le controˆle de trajectoire. Le module communique avec le bras Kuka
par l’interface FRI (Fast Research Interface) fournie par Kuka. La communication est effectue´e
par le protocole re´seau UDP. Le FRI propose plusieurs mode de controˆle (position, couple,
impe´dance...). Le module LWR permet d’utiliser le mode de controˆle en position dans l’espace
articulaire et le mode de controˆle en impe´dance dans l’espace carte´sien. Bien que le robot Jido
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ne posse`de qu’un seul bras manipulateur, le module LWR est conc¸u pour controˆler deux bras
avec deux mains de manie`re synchronise´e. Le LAAS posse´dant deux bras de ce type, nous
avons valide´ cette fonctionnalite´. Ce module observe les forces pour arreˆter le mouvement de`s
qu’une force exte´rieure apparaıˆt sur le bras. Cette de´tection permet de de´tecter le contact ob-
jet/table pour les taˆches de pose d’objet. Le module inte`gre enfin des capacite´s de de´tection
d’auto-collision base´e sur le de´tecteur PQP [Larsen 99]. Cette extension est imple´mente´ dans
une librairie nomme´e coldman-libs (COLlision Detection MANager) et a e´te´ de´veloppe´ par
Jean-Philippe SAUT.
Le module POM maintient les positions (repe`res) des diffe´rents composants mate´riels du robot.
Le module SPARK maintient le mode`le 3D de l’environnement. L’ensemble des mode`les CAO de
chaque objet, du robot et de l’Homme sont connus et leurs positions sont actualise´es a` partir des infor-
mations fournies par les modules de perception et par les modules de controˆle.
Le module MHP (Manipulation in Human Presence) fournit les capacite´s de planification de mouve-
ment (chemin et trajectoire). Ce module est base´ sur la planificateur de mouvement Move3D [Sime´on 01]
dans lequel nous avons inte´gre´ nos travaux de planification de trajectoire. Ce planificateur propose des
me´thodes ge´ne´riques de planification de mouvement capables de re´soudre des proble`mes impliquant des
robots ayant des structures cine´matiques complexes dans des environnements varie´s.

























FIGURE 6.4 – Architecture planification/controˆle
Dans le cas de Jido, le module MHP produit des trajectoires de´crivant les mouvements de chaque
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articulation du bras et de la main. Le module LWR controˆle l’exe´cution temporelle des trajectoires rec¸ues
directement du module MHP. Il controˆle les mouvements de la main par l’interme´diaire du module
SAHAND (LWR jour le roˆle du de´codeur de trajectoire et envoie les positions, vitesse et acce´le´ration
a` chaque composant mate´riel). La position temporelle α sur la trajectoire est constamment fournie au
module MHP pour permettre de pre´dire les collisions due a` l’environnement changeant et donc arreˆter
l’exe´cution de la trajectoire si ne´cessaire.
6.2 Les trajectoires dans la boucle de commande
La premie`re expe´rimentation que nous pre´sentons concerne une application directe du ge´ne´rateur
de mouvement mono-dimensionnel de type V (chapitre 3). Cette expe´rimentation est effectue´e avec la
premie`re version de Jido e´quipe´e du bras manipulateur PA10. L’architecture logicielle (non pre´sente´e
dans ce manuscrit) comprenait un module GenoM XARM de controˆle dans l’espace carte´sien du bras
manipulateur communiquant avec un module de controˆle dans l’espace articulaire nomme´ QARM. Pour
cette expe´rimentation, la commande du bras manipulateur est une commande en vitesse dans l’espace
carte´sien (position et orientation) [Broque`re 08]. Nous avons de´veloppe´ un module JOYSTICK pour
acque´rir les donne´es analogiques du pe´riphe´rique Logitech Cordless Rumblepad II. Les consignes pro-
venant du joystick sont traite´es inde´pendamment pour chaque axe de l’espace carte´sien par la me´thode de
suivi de consigne vitesse-acce´le´ration (voir Section 3.3.5.2). La figure 6.5(a), illustre l’expe´rimentation.
La figure 6.5(b) pre´sente l’e´volution de l’axe X calcule´e en-ligne a` partir de la consigne correspon-
dante.
(a) Expe´rimentation de commande en vitesse (b) E´volution de l’acce´le´ration, de la vitesse et de la position
de l’axe X pour une consigne en vitesse (VXRe f )
FIGURE 6.5 – Ge´ne´ration en ligne de trajectoire sous contraintes cine´matiques
Cette premie`re expe´rimentation valide l’utilisation en-ligne de l’algorithme de ge´ne´ration de trajec-
toire.
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6.3 Approximation de trajectoires : “E´crire et dessiner”
Dans le cadre de la mise au point de l’algorithme 8, nous avons de´veloppe´ une interface graphique
permettant de charger des dessins vectoriels au format libre svg 2 dans lesquels les chemins sont de´finis
par des suites de courbes de Be´ziers. De par leur de´finition, ces courbes peuvent ne pas eˆtre continues
en vitesse et acce´le´ration. Les figures 6.6(a) et 6.6(b) pre´sentent respectivement le dessin avec le logiciel
inkscape et l’approximation d’une courbe en spirale. La loi de´volution impose´e est un mouvement point a`
point a` sept segments avec les parame`tresVmax = 0.02m/s, Amax = 0.04m/s2 et Jmax = 0.12m/s3. L’erreur
de trajectoire maximale de´sire´e est fixe´e a` 1mm (figure 6.6(c)).
Remarque : la spirale d’entre´e de notre logiciel est une courbe de Be´ziers qui approxime une spirale
d’Archime`de (rayon r = a+bθ ).
(a) Spirale dessine´e sous le logiciel inkscape (b) Approximation de la courbe en spirale
(c) Erreur de trajectoire
FIGURE 6.6 – Approximation d’une trajectoire a` partir d’un fichier svg
A partir de cette interface, nous avons approxime´ une courbe non continue en vitesse repre´sentant
le mot  Dexmart  (figure 6.7(a)). La trajectoire approxime´e est compose´e de suites de segments de
courbe cubique. Elle a e´te´ exe´cute´e par le robot Kuka (figure 6.7(b)). Pour cela nous avons utilise´ le
controˆleur carte´sien en impe´dance du robot. Le controˆleur a` permis de lisser les discontinuite´s en vitesse
et acce´le´ration. La courbe de de´part repre´sentant le mot  Dexmart  comporte des points anguleux et
des points de rebroussements non lisse´s par notre me´thode. Pour e´viter les discontinuite´s en vitesse de
2. http ://www.w3.org/TR/SVG
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ces points, la me´thode devrait comporter une phase d’analyse de la courbe a` approximer pour ge´ne´rer
des mouvements d’arreˆts en ces points.
(a) Approximation d’une courbe non continue en vitesse et
acce´le´ration
(b) Exe´cution sur le robot Kuka
FIGURE 6.7 – Approximation et exe´cution d’une courbe non continue en vitesse et acce´le´ration
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6.4 Ge´ne´ration de trajectoire : “Taˆche de saisie d’un objet”
L’expe´rimentation de´crite ci-apre`s illustre l’inte´gration du planificateur de trajectoire dans l’architec-
ture globale du robot Jido. La taˆche a` re´aliser est la saisie de la cassette grise en pre´sence d’un obstacle
(figure 6.8). La position de la table, de l’obstacle et de la cassette sont obtenues a` partir du module VI-
MAN. La se´quence d’image sur la figure 6.9 illustre le mouvement planifie´. La planification du chemin
a e´te´ effectue´e dans l’espace des configurations du robot.
FIGURE 6.8 – Mode`le de la sce`ne pour la taˆche de saisie mise en jour en ligne
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FIGURE 6.9 – Se´quence de mouvement illustrant la taˆche de saisie de la cassette grise en pre´sence d’un
obstacle
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6.5 Modification de la loi d’e´volution de la trajectoire en pre´sence de l’Homme
Cette expe´rimentation pre´sente la modification de la loi de mouvement pendant l’exe´cution pour
prendre en compte les contraintes de se´curite´ et de confort de l’Homme. Le champ de vue de l’Homme
est calcule´ a` partir de l’orientation du casque qui est localise´ par le syste`me de capture de mouvement.
Paralle`lement, le Kinect effectue l’acquisition de la posture de l’Homme. A partir de ces informations, le
module SPARK calcule la visibilite´ de l’organe terminal du robot et la distance minimale Homme/robot
(figure 6.10).
FIGURE 6.10 – Champ de vue de l’Homme et distance minimale Homme/robot
Les figures 6.11, 6.12 et 6.13 repre´sentent trois exe´cutions d’une meˆme trajectoire en pre´sence d’un
humain. La premie`re figure repre´sente la trajectoire initiale non adapte´e de dure´e 3.2s. La figure 6.11(d)
repre´sente l’e´volution des vitesses des axes du bras manipulateur durant l’exe´cution de la trajectoire.
La seconde figure (6.12) illustre l’influence du regard de l’Homme ; lorsque l’organe terminal du
robot sort du champ de vue de l’humain, le robot s’arreˆte entre les instants 2.8s et 4.3s. La figure 6.13
illustre l’influence de la distance minimale entre le robot et l’Homme. Dans les figures 6.12(d) et 6.13(d),
la courbe en pointille´ repre´sente la moyenne ponde´re´e du couˆt de visibilite´ et du couˆt de distance. La vi-
tesse du mouvement varie en fonction de l’inverse du couˆt jusqu’a` s’arreˆter a` partir d’un certain seuil
(10cm). Pendant l’enregistrement, l’humain a approche´ puis e´loigne´ sa main plusieurs fois. Nous pou-
vons remarquer que les vitesses de chaque axe varient de manie`re synchronise´e.
Le robot traite e´galement les efforts exte´rieurs pour s’arreˆter en cas de contact. Cette dernie`re fonc-
tion assure e´galement un deuxie`me niveau de protection apre`s le de´tecteur d’auto-collision en ligne
COLDMAN pour limiter l’impact des collisions avec l’environnement.
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(a) Configuration initiale (b) Une configuration interme´diaire
(c) Configuration finale (d) Profils de vitesse
FIGURE 6.11 – Jido exe´cute une trajectoire en deux configurations dans l’espace carte´sien sans prendre
en compte l’humain
(a) Configuration initiale (b) Configuration interme´diaire (l’humain ne re-
garde pas l’organe terminal de Jido)
(c) Configuration finale (d) Profils de vitesse
FIGURE 6.12 – Influence du champ de vue de l’humain sur la loi de mouvement
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(a) Configuration interme´diaire a` t=2.3s (b) Une configuration interme´diaire a` t=5.7s
(c) Configuration interme´diaire a` t=10s (d) Profils de vitesse
FIGURE 6.13 – Influence de la distance humain/robot sur la loi de mouvement
6.6 Conclusion
Dans ce chapitre nous avons d’abord de´taille´ l’architecture logicielle de Jido ainsi que les composants
que nous avons de´veloppe´s. Nous avons pre´sente´ ensuite quatre expe´rimentations validant l’inte´gration
de l’ensemble des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit. L’inte´gration initiale du planificateur de tra-
jectoire sur la plateforme Jido e´quipe´e du bras PA10 a e´te´ valide´e dans le cadre du projet europe´en
COGNIRON 3. Le planificateur est aujourd’hui utilise´ quotidiennement et est inte´gre´ dans d’autres tra-
vaux notamment dans le cadre des projets europe´en DEXMART et CHRIS 4. Il est (ou a e´te´) aussi uti-
lise´ par plusieurs doctorants ou post-doctorant [Sisbot 08, Marin-Urias 09, Gharbi 10, Alili 11, Saut 10,
Kumar Pandey 10, Mainprice 11]. L’adaptation de la loi de mouvement a e´galement e´te´ valide´e par
expe´rimentation pour le projet DEXMART en collaboration avec le laboratoire UNINA de Naples.
3. http ://www.cogniron.org/final/Home.php acce´de´ le 28/04/2011




es travaux pre´sente´s dans ce manuscrit portent sur la ge´ne´ration de trajectoire pour la re´alisation
de taˆches de manipulation d’objets et l’interaction Homme-robot. Le ge´ne´rateur propose´ permet
de re´aliser un lien entre le planificateur de chemin et la commande du robot. Les me´thodes pro-
pose´es permettent de prendre en compte les contraintes lie´es a` la pre´sence de l’Homme, c’est a` dire sa
se´curite´ et son confort. La se´curite´ est traduite par la limitation de la vitesse et le confort par la limitation
de l’acce´le´ration et du jerk.
Le ge´ne´rateur que nous avons de´veloppe´ est inte´gre´ au niveau du planificateur de chemin pour ga-
rantir l’absence de collision avec l’environnement lors du lissage de la trajectoire. Il permet de ge´ne´rer
des trajectoires multidimensionnelles pour des robots holonomes. Nous avons pre´sente´ des applications
de la ge´ne´ration de trajectoire dans l’espace articulaire et dans l’espace carte´sien pour un robot manipu-
lateur a` sept degre´s de liberte´. De part sa ge´ne´ricite´, le ge´ne´rateur de trajectoire peut eˆtre utilise´ pour des
syste`mes complexes de grande dimension comme les robots e´quipe´s de deux bras et de deux mains ; la
redondance du syste`me est prise en compte au niveau du planificateur de chemin.
Un robot e´voluant en pre´sence de l’Homme doit modifier en ligne ses mouvements pour s’adapter
aux mouvements des humains tout en respectant les contraintes cine´matiques de limitation de la vi-
tesse, de l’acce´le´ration et du jerk. Cependant les planificateurs de trajectoire actuels [Herrera-Aguilar 07,
Haschke 08, Kro¨ger 10b] sont limite´s au calcul des mouvements entre deux e´tats avec conditions ini-
tiales quelconques en vitesse et acce´le´ration et des conditions finales en vitesse quelconques, mais
nulle en acce´le´ration (mouvement de type IV [Kro¨ger 10b]). Ils ne permettent donc pas de respecter
les contraintes demande´es. Ainsi, la premie`re contribution de nos travaux est le de´veloppement d’un
ge´ne´rateur de trajectoire limitant la vitesse, l’acce´le´ration et le jerk pour des mouvements avec des
acce´le´rations quelconques pour les e´tats finaux. Nous avons valide´ l’utilisation en ligne de ce planifi-
cateur a` travers des expe´rimentations et montre´ qu’il permettait de modifier la loi de mouvement de la
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trajectoire multidimensionnelle du robot pendant l’exe´cution.
La deuxie`me contribution porte sur un algorithme d’approximation de trajectoire sous forme de suites
de segments de courbes polynomiales cubiques. Nous avons montre´ que grouper ces segments par trois
permet l’approximation efficace et rapide d’une trajectoire. Cette me´thode est plus simple que la me´thode
classique d’approximation par une B-spline cubique et permet de fixer une erreur maximale d’approxi-
mation.
Nous avons propose´ une application originale de cette me´thode d’approximation ou` les trajectoires
articulaires re´alise´es par le robot sont des approximations des trajectoires de´finies dans l’espace carte´sien.
Enfin, l’ensemble des travaux pre´sente´s dans ce manuscrit ont e´te´ inte´gre´ et valide´ sur la plateforme
Jido du LAAS-CNRS. Bien que le robot Jido ne soit e´quipe´ que d’un seul bras, les composants lo-
giciels ont e´te´ de´veloppe´s pour prendre en compte deux bras. Ainsi, le de´ploiement de l’architecture
planification/controˆle de trajectoire sur la future plateforme a` deux bras que le LAAS va recevoir sera
imme´diat. Le planificateur mis en place est utilise´ quotidiennement et constitue la base d’autres travaux
de recherche.
Ame´liorations et extensions
Dans cette partie, nous proposons d’abord des ame´liorations et perspectives spe´cifiques a chaque
me´thode pre´sente´e dans ce manuscrit. Nous proposerons ensuite des perspectives plus ge´ne´rales de re-
cherche.
Ge´ne´rateur de trajectoire de type V et plus
• nous avons propose´ une de´composition de l’algorithme de ge´ne´ration de trajectoire e´le´mentaire en
32 cas diffe´rents qui s’appuient sur la division du plan acce´le´ration-vitesse en sept zones. Il peut
exister une meilleure de´composition permettant de re´duire le nombre de cas et donc d’envisager
de travailler a` la re´duction de la complexite´ de l’algorithme ;
• pour e´tablir l’algorithme, nous avons repre´sente´ les mouvements dans le plan acce´le´ration-vitesse.
Ceci nous a permis d’aborder les calculs sur une base ge´ome´trique d’intersection de paraboles et
de s’affranchir de la repre´sentation en fonction du temps. Pour de´velopper un algorithme de type
IX qui limite la de´rive´ du jerk (le snap), il n’existe pas de plan pour repre´senter tout le mouvement
et simplifier les calculs. Prenons, par exemple, le cas du mouvement point a` point, il est compose´
de 15 segments de polynoˆme de degre´s quatre que nous pouvons repre´senter dans l’espace jerk-
acce´le´ration-vitesse (figure 7.1). Sa projection dans le plan acce´le´ration-vitesse (figure 7.2) montre
la disparition des points anguleux. Meˆme si sur le plan pratique la limitation du snap ne semble pas
indispensable, quelle me´thode faudrait-il mettre en œuvre pour mettre au point un tel algorithme ?
Algorithme d’approximation de trajectoire
• pour approximer une trajectoire, nous avons divise´ la trajectoire en intervalles reliant deux points
de la trajectoire initiale. A chaque borne de ces intervalles, l’erreur de trajectoire est nulle. Lorsque
l’erreur sur l’intervalle est supe´rieure a` l’erreur maximale de´sire´e, l’intervalle est divise´ en deux
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FIGURE 7.1 – Mouvement point a` point a` snap limite´ repre´sente´ dans l’espace jerk-acce´le´ration-vitesse
(par analogie au plan acce´le´ration-vitesse, le point A correspond a` l’arreˆt et le point D au segment a`
vitesse constante)
FIGURE 7.2 – Mouvement point a` point a` snap limite´ repre´sente´ dans l’espace acce´le´ration-vitesse
sous intervalles. Lors de cette division nous avons pris un point appartenant a` la trajectoire initiale.
Une ame´lioration serait de choisir un point au voisinage de la trajectoire afin de re´duire les erreurs
des deux nouvelles sous trajectoires comme illustre´ sur la figure 7.3 ;
• l’algorithme d’approximation suppose que les trajectoires initiales respectent des limites en jerk,
acce´le´ration et vitesse. Pour l’illustrer nous avons construit des trajectoires avec des lois d’e´volution
en double S de´pendant uniquement de la longueur de la courbe et des parame`tres curviligne de vi-
tesse, acce´le´ration et jerk impose´s. Une extension possible serait de de´finir la loi de mouvement en
prenant en compte la courbure du chemin. Des trajectoires borne´es en jerk, acce´le´ration et vitesse
seraient alors obtenues directement notamment pour des chemins comportant des points anguleux
ou des points de rebroussement.
• afin d’e´viter tout calcul ite´ratif lors de l’approximation d’une trajectoire, il serait inte´ressant de
connaıˆtre la longueur maximale d’une portion de la trajectoire permettant de ne pas de´passer une
erreur donne´e. Plus pre´cise´ment, ceci revient a` majorer l’erreur d’approximation en fonction des
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FIGURE 7.3 – Choix d’un point au voisinage de la trajectoire initiale pour ame´liorer l’approximation et
obtenir εerri ′ ≤ max{εerri ,εerri+1}
caracte´ristiques de jerk, d’acce´le´ration et de vitesse de la portion de trajectoire conside´re´e.
Ge´ne´rateur de trajectoire applique´ aux robots manipulateurs
• les contraintes cine´matiques que nous avons choisies pourraient eˆtre adapte´es aux contraintes dy-
namiques du syste`me. Par exemple, les parame`tres d’acce´le´ration d’un robot varient avec la charge
et la position du bras. Il nous paraıˆt envisageable de conside´rer des limites variables par morceaux.
• l’utilisation directe du planificateur local temporel par le planificateur de chemin (trajectoire) per-
mettrait de choisir le chemin le plus court en temps et non plus en distance.
• nous avons pris en compte la position de l’Homme pendant l’exe´cution pour adapter la vitesse.
Serait-il utile d’introduire une carte de couˆt repre´sentant les vitesses admissibles autour de l’Homme
dans l’e´tape de la planification de trajectoire ?
• l’introduction du parame`tre temps au travers des trajectoires doit permettre de prendre en compte
la mobilite´ des e´le´ments de l’environnement lorsque, comme en milieu industriel, ils sont connus
a` l’avance. Des mouvements synchronise´s ou coordonne´s sont envisageable dans ce cas.
Perspectives ge´ne´rales
Ce travail a montre´ l’inte´reˆt de l’utilisation des trajectoires en robotique aussi bien au niveau de
la planification que du controˆle des mouvements. Nous avons aussi vu que pour la surveillance des
collisions avec les humains, le raisonnement au niveau des trajectoires permet d’anticiper les e´ve`nements.
La prise en compte explicite du temps au moyen des trajectoires donne la possibilite´ de re´aliser des
mouvements coordonne´s entre des e´le´ments d’un meˆme robot ou entre plusieurs robots.
Bien suˆr, l’e´tude de la dynamique des robots est indispensable, par exemple, pour permettre la
marche. Mais compte tenu des temps de calcul des simulateurs dynamiques, il est inenvisageable pour
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longtemps encore de les utiliser pour planifier des mouvements pour l’interaction Homme-robot. La no-
tion de trajectoire borne´e en jerk, acce´le´ration et vitesse permet de ge´ne´rer des trajectoires qui seront
probablement dynamiquement acceptables et re´alisables par le robot.
La planification est souvent de´compose´e en deux parties : la planification des taˆches et la planification
des de´placements. Ici encore, la notion de trajectoire qui donne a` la fois des informations temporelles
sur la dure´e d’une action et ge´ome´trique sur les lieux occupe´s a` un instant donne´, peut eˆtre utilise´e pour
raisonner et e´changer les informations.
Enfin les robots deviennent de plus en plus complexes, une plate-forme mobile e´quipe´e de deux bras
et deux mains, soit plus de quarante degre´s de liberte´, est courant dans les laboratoires. A l’avenir ces
robots devront coope´rer entre eux et avec d’autres syste`mes pour re´aliser un ensemble de taˆches. Ces
syste`mes ne peuvent pas eˆtre controˆle´s par une seule unite´ de calcul, ce qui ne´cessite que les diffe´rents
calculateurs communiquent des informations spatio-temporelles. Les trajectoires constitue´es de se´ries
de fonctions cubiques que nous avons e´tudie´s dans ce me´moire pourraient eˆtre utilise´es comme support
pour ces e´changes d’information.

A
Calcul de l’e´tat d’une trajectoire a` un instant donne´
Cette partie de´taille le calcul de l’e´tat d’une trajectoire mono-dimensionnelle ; c’est a` dire de l’acce´le´ration
Ak(t), de la vitesse Vk(t) et de la position Xk(t) a` un instant t avec ∑k−1i=1 Ti < t ≤ ∑k−1i=1 Ti + Tk sur une
trajectoire compose´e d’une suite de N segments de courbes polynomiales cubiques (fig. A.1). Nous
conside´rons l’instant initial tI nul (tI = 0). Les conditions initiales de la trajectoire sont AI pour l’acce´le´ration,
VI pour la vitesse et XI pour la position.
FIGURE A.1 – Profil du jerk d’une suite de segments de courbes polynomiales cubiques associe´ a` une
trajectoire jTR(t) ( j est l’axe conside´re´)
Calcul de l’acce´le´ration





A1(t) = J1t+AI (A.1)
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A2(t) = J2(t−T1)+ J1T1+AI (A.2)
A3(t) = J3(t−T1−T2)+ J1T1+ J2T2+AI (A.3)


















De´monstration par re´currence de l’e´quation A.4 :
L’e´quation est ve´rifie´e pour k = 1 (eq. A.1). Nous supposons que l’e´quation A.4 est vraie pour k.



































Donc l’e´quation A.4 est ve´rifie´e.
Calcul de la vitesse
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De´monstration par re´currence de l’e´quation A.9 :
L’e´quation est ve´rifie´e pour k = 1 (eq. A.12). Nous supposons que l’e´quation A.9 est vraie pour k.























































































































Donc l’e´quation A.9 est ve´rifie´e.
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Calcul de la position






















































































Comme pour les e´quations A.4 et A.9, l’e´quation A.14 se de´montre par re´currence.
B
Calcul de la distance critique
Dans cette annexe, nous pre´sentons les diffe´rents cas du calcul de la distance critique. Nous noterons
Ai l’acce´le´ration, Vi la vitesse et Xi le position a` l’instant Ti avec i ∈ [0..7].
Cas de la zone 1
Condition :Vfmm ≥Vsmp Suivant le positionnement des points P1 et P2 on obtient deux types de mou-
vements critiques. Cette diffe´rence provient du croisement ou non de la parabole a` Jerk ne´gatif du point
initial avec celle a` jerk positif du point final. Ainsi, en plus des e´quations des mouvements e´le´mentaires,
pour pourvoir re´soudre le syste`me d’e´quations, il faut calculer le point d’intersection des deux paraboles
en utilisant l’e´quation des courbes a` jerk minimal et maximal (eq. 3.14) de´finie pre´ce´demment. Nous
noterons ce point (A1,V1) puisqu’il correspond a` l’instant T1.
– Premier type (Fig. B.1(a)) Vs0p <Vf0m
Le mouvement atteint l’acce´le´ration maximale et est P1−T1−T2−P2
Equations :
J1 = Jmax
A1 = AI + Jmax.Tjpa
V1 =VI +AI.Tjpa+ 12 .Jmax.Tjpa
2





X2 = X1+V1.Taca+ 12 .A1.Taca
2
AF = A2− Jmax.Tjna
VF =V2+A2.Tjna− 12 .Jmax.Tjna2
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dc = X2+V2.Tjna+ 12 .A2.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3−XI
Solution :








X1 = XI +VI.Tjpa+ 12 .AI.Tjpa
2+ 16 .Jmax.Tjpa
3
X2 = X1+Vsmp.Taca+ 12 .Amax.Taca
2
dc = X2+Vfmm.Tjna+ 12 .Amax.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3−XI
– Deuxie`me type (Fig. B.1(b)) Vs0p ≥Vf0m
Le mouvement est P1−T1−P2
Equations :
V1 =VI − 12.Jmax .(A12−AI2)
V1 =VF + 12.Jmax .(A1
2−AF2)
J1 =−Jmax
A1 = AI − Jmax.Tjna
V1 =VI +AI.Tjna− 12 .Jmax.Tjna2
X1 = XI +VI.Tjna+ 12 .AI.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3
AF = A1+ Jmax.Tjpa
VF =V1+A1.Tjpa+ 12 .Jmax.Tjpa
2






Jmax.(VI −VF)+ 12 .(AF2+AI2)
V1 =VI − 12.Jmax .(A12−AI2)
Tjna = AI−A1Jmax
Tjpa = AF−A1Jmax
X1 = XI +VI.Tjna+ 12 .AI.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3
dc = X1+V1.Tjpa+ 12 .A1.Tjpa
2+ 16 .Jmax.Tjpa
3−XI
Cas de la zone 2
Condition : Vfmp ≤Vsmm
Comme pour la zone 1, il y a deux types de mouvement.
– Premier type (Fig. B.2(a)) Vs0m ≥Vf0p
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(a) zone 1, type 1 (b) zone 1, type 2




A1 = AI − Jmax.Tjna
V1 =VI +AI.Tjna− 12 .Jmax.Tjna2




X2 = X1+V1.Taca+ 12 .A1.Taca
2
AF = A2+ Jmax.Tjpa
VF =V2+A2.Tjpa+ 12 .Jmax.Tjpa
2










X1 = XI +VI.Tjna+ 12 .AI.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3
X2 = X1+Vsmm.Taca− 12 .Amax.Taca2
dc = X2+Vfmp.Tjpa− 12 .Amax.Tjpa2+ 16 .Jmax.Tjpa3−XI
– Deuxie`me type (Fig. B.2(b)) (Vs0m <Vf0p)
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Le mouvement est P1−T1−P2
Equations :
V1 =VI + 12.Jmax .(A1
2−AI2)
V1 =VF − 12.Jmax .(A12−AF2)
J1 = Jmax
A1 = AI + Jmax.Tjpa
V1 =VI +AI.Tjpa+ 12 .Jmax.Tjpa
2
X1 = XI +VI.Tjpa+ 12 .AI.Tjpa
2+ 16 .Jmax.Tjpa
3
AF = A1− Jmax.Tjna
VF =V1+A1.Tjna− 12 .Jmax.Tjna2





Jmax.(VF −VI)+ 12 .(AF2+AI2)




X1 = XI +VI.Tjpa+ 12 .AI.Tjpa
2+ 16 .Jmax.Tjpa
3
dc = X1+V1.Tjna+ 12 .A1.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3−XI
(a) zone 2, type 1 (b) zone 2, type 2
FIGURE B.2 – Distances critiques zone 2
Cas de la zone 3
Condition :
[(Vfmp >Vsmp)∩(Vfmm >Vsmm)]∪ [(AF ≤ 0)∩(Vfmm >Vsmm)∩(Vfmm <Vsmp)]∪ [(Vfmp >Vsmp)∩(AF ≥
0)]
Il y a deux types de mouvement.
– Premier type (Fig. B.3(a)) ((Vs0p >Vf0m)∩ (AF > 0)∩ (AI > 0)
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Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que dans la cas zone 1, type 2.
– Deuxie`me type (Fig. B.3(b)) non((Vs0p >Vs0m)∩ (AF > 0)∩ (AI > 0))
Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 2, type 2.
(a) zone 3, type 1 (b) zone 3, type 2
FIGURE B.3 – Distances critiques zone 3
Cas de la zone 4
Condition : [(Vfmm ≤Vsmm)∩ (Vfmp >Vsmm)]∪ [(AF > 0)∩ (Vfmm >Vsmm)∩ (Vfmp <Vsmp)]
Il y a deux types de mouvement.
– Premier type (Fig. B.4(a)) ((Vs0m <Vf0p)∩ (AF < 0)∩ (AI < 0)
Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 2, type 2.
– Deuxie`me type (Fig. B.4(b)) non((Vs0m <Vf0p)∩ (AF < 0)∩ (AI < 0))
Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 1, type 2.
Cas de la zone 5
Condition : [(AF > AI)∩ (Vs0m ==Vf0m)]
– Premier type (Fig. B.5(a)) (AF > 0)∩ (AI ≥ 0)
Le mouvement est P1−T1−P2
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(a) zone 4, type 1 (b) zone 4, type 2
FIGURE B.4 – Distances critiques zone 4
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 1, type 2.
– Deuxie`me type (Fig. B.5(b)) (AF < 0)∩ (AI ≤ 0)
Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 2, type 2.
– Troisie`me type (Fig. B.5(c)) (AF ≥ 0)∩ (AI ≤ 0)
Le mouvement est P1−P2
Equations :
J1 = Jmax
AF = AI + Jmax.Tjpa
VF =VI +AI.Tjpa+ 12 .Jmax.Tjpa
2







dc =VI.Tjpa+ 12 .AI.Tjpa
2+ 16 .Jmax.Tjpa
3
(a) zone 5, type 1 (b) zone 5, type 2 (c) zone 5, type 3
FIGURE B.5 – Distances critiques zone 5
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Cas de la zone 6
Condition : [(AF < AI)∩ (Vs0p ==Vf0p)]
– Premier type (Fig. B.6(a)) (AF < 0)∩ (AI ≤ 0)
Motion is P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 2, type 2.
– Deuxie`me type (Fig. B.6(b)) (AF ≥ 0)∩ (AI > 0)
Le mouvement est P1−T1−P2
Les e´quations sont les meˆmes que pour le cas zone 1, type 2.
– Troisie`me type (Fig. B.6(c)) (AF ≤ 0)∩ (AI ≥ 0)
Le mouvement est P1−P2
Equations :
J1 =−Jmax
AF = AI − Jmax.Tjna
VF =VI +AI.Tjna− 12 .Jmax.Tjna2






dc =VI.Tjna+ 12 .AI.Tjna
2− 16 .Jmax.Tjna3
(a) zone 6, type 1 (b) zone 6, type 2 (c) zone 6, type 3
FIGURE B.6 – Distances critiques zone 6
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C
Algorithmes de ge´ne´ration de trajectoires
mono-dimensionnelles (suite)
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FIGURE C.1 – AT1-3-1 : Algorithme pour les trajectoires n’atteignant pas Amax et −Amax de la zone 1
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FIGURE C.2 – AT1-3-2 : Algorithme pour les trajectoires n’atteignant pas Amax et −Amax de la zone 2
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FIGURE C.3 – AT1-3-3 : Algorithme pour les trajectoires n’atteignant pas Amax et −Amax de la zone 3
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FIGURE C.4 – AT1-3-4 : Algorithme pour les trajectoires n’atteignant pas Amax et −Amax de la zone 4
FIGURE C.5 – AT1-3-6 : Algorithme pour les trajectoires n’atteignant pas Amax et −Amax de la zone 6
Annexe 3 Algorithmes de ge´ne´ration de trajectoires mono-dimensionnelles (suite) · 126
D
Calcul de la dure´e d’un mouvement point a` point
Cette annexe de´taille les calculs de l’e´quation 3.23. Cette e´quation permet de calculer la dure´e d’un
mouvement point a` point atteignant l’acce´le´ration et la vitesse maximale.









La dure´e totale du mouvement e´tant (eq. 3.19) :
T = 4Tj +2Ta+Tvc
Le syste`me d’e´quation d’un mouvement point a` point atteignant Amaxet Vmax s’e´crit :
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A6T 2j +V6Tj +X6 (D.1)
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Abstract
The context of service robotics is characterized by the presence of humans in the vicinity of the robot.
The movements of these robots should not disturb the safety of humans or their comfort. From the motion
planning point of view, the planner must both avoid hitting humans or colliding with the environment
and also adapt the robot’s kinematic limits depending on the proximity of humans. At each level of the
system (Planning and execution / Control), the robot must ensure the safety and the comfort of humans.
We propose an approach of motion planning and motion control based on polynomial trajectories.
In the first part, we present a trajectory generator which limits the speed, the acceleration and the jerk
(derivative of the acceleration). The motion planner generates trajectories consisting of series of segments
of cubic polynomial curves. The mono-dimensional case is first introduced and then extended to the
multi-dimensional one.
In the second part, we propose to approximate the trajectories by sequences of triplets of segments of
cubic curves. This method allows to find trajectories that respect a given maximum error. These trajec-
tory generators are integrated into the path planner and produce directly executable motion. An original
application of the trajectory approximation is the approximation of a trajectory defined in Cartesian space
by a trajectory defined in the joint space. This approach simplifies the structure of the robot controller.
The presence of humans in the workspace of the robot requires also an adaptation of the trajectories
during the execution. We propose a method to adapt the motion law of the multidimensional path at
runtime.
This work, conducted as part of the European project DEXMART and the ANR project ASSIST, has
been integrated and validated on the Jido and PR2 platforms of LAAS-CNRS.




Le contexte de la robotique de service est caracte´rise´ par la pre´sence de l’homme dans l’espace de
travail du robot. Les mouvements de ces robots ne doivent perturber ni la se´curite´ de l’homme ni son
confort. D’un point de vu planification de mouvement, le planificateur doit d’une part e´viter de heurter
l’homme ou l’environnement et d’autre part adapter les limites cine´matiques du robot en fonction de la
proximite´ de l’homme. A chaque niveau du syste`me (planification et exe´cution/controˆle), le robot doit
garantir la se´curite´ et le confort de l’homme.
Nous proposons une approche de la planification et du controˆle de mouvement base´e sur des trajec-
toires polynomiales. Dans une premie`re partie, nous pre´sentons un ge´ne´rateur de trajectoires qui limite
la vitesse, l’acce´le´ration et le jerk. Il ge´ne`re des trajectoires compose´es de suites de segments de courbes
cubiques. Le cas mono-dimensionnel est d’abord pre´sente´ puis e´tendu au cas multi-dimensionnel.
Dans une deuxie`me partie, nous proposons d’approximer les trajectoires par des suites de triplets de
segments de courbes cubiques. Cette me´thode permet de calculer des trajectoires respectant une erreur
maximale donne´e. Ces ge´ne´rateurs de trajectoire sont inte´gre´s au planificateur de chemin et produisent
des trajectoires directement exe´cutables. Une application originale de l’approximation permet d’approxi-
mer une trajectoire de´finie dans l’espace carte´sien par une trajectoire de´finie dans l’espace articulaire.
Cette approche simplifie la structure du controˆleur du robot.
La pre´sence de l’homme dans l’espace de travail du robot ne´cessite une adaptation des trajectoires
pendant l’exe´cution. Nous proposons une me´thode pour adapter la loi de mouvement de la trajectoire
multidimensionnelle pendant l’exe´cution.
Ces travaux, mene´s dans le cadre du projet europe´en DEXMART et du projet ANR ASSIST, ont e´te´
inte´gre´s et valide´s sur les plateformes Jido et PR2 du LAAS-CNRS.
Mots cle´s : Robotique, Planification de trajectoire, Interaction Homme-Robot, Manipulation
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